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This textbook contains tasks on Numerical Methods sorted according to the topics of the
course. theoretical information that is necessary for solving the tasks/ examples of the solutions�

This textbook is created for students on Applied Mathematics� It can also be useful for

students on Mathematics/ Physics/ Engineering and Economy�
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���� ��� 7 	���� ������ �
����- ���-. � 8 i���������i�9 � 8 �����
���i�9 �

8 ��
��������i�

$'/ $�Fi� %$�<"$. 53$�#i/ f� R fJx�K0 f� R fJx�K0 � � � 0 fN R fJxNK� �*:$� 4��� %$�1
<"$. Jxn� fnK $�%'��O&.-, ������� �6, %�3<$*-&i �*:$'/ �,+*� $3;"�3G&. 4*&*<$';
i$+"�-*;0 ,� 4���'6*0 #i6';� ��' &��*;3 -4*-*Fi %*F��:"$$, +�$'2 �i+%$�<�G&.0 M*
53$�#i, O ���� 	� ����	�$�

�� +�39*;3 "&�4i �*F*&' % <'-6*�';' +�$';' ;*:6'�i &�' ���i�$&' *F�*F�' (
i$&"�4*6,#i,0 �4�*�-';�#i, &� "�-&��4*6,#i, J�'-� ���K�

I	
������i� A <'-"6.$� 4�*#"+3��0 4�' �'�*$�$$i ,�*/ 9��5i� 53$�#i�H0 M*
�'%$�<�O&.-,0 4�*�*+'&.-, F"%4*-"�"+$.* <"�"% -3�34$i-&. %�+�$'2 �3%6i�� ��' #.1
*;3 � �*:$*;3 �3%6i %� $*;"�*; n %$�<"$$, ��93;"$&3 i 4*6i$*;� &*<$* +*�i�$GG&.
%�+�$'; xn i fn� I$&"�4*6,#i, %�-&*-*�3O&.-, +6, %$�2*+:"$$, %$�<"$$, 53$�#i�H �
&*<��20 �i+;i$$'2 �i+ �3%6i�� �*F3+*�� &��*�H 53$�#i�H $�%'��O&.-, i	
����$��		���
��/4*>'�"$i>*G O �69"F���H<$� i$&"�4*6,#i,0 �*6' %� i$&"�4*6GG<3 53$�#iG �'�*1
�'-&*�3O&.-, F�9�&*<6"$ �i+4*�i+$*9* -&"4"$,�

"���������i� A $�F6':"$$, &�F6'<$'2 +�$'2 53$�#i/$*G %�6":$i-&G �i+4*�i+1
$* �'F��$*;3 ��'&"�iG F6'%.�*-&i� 	4�*�-';�#i, %�-&*-*�3O&.-, +6, *F�*F�' %F3�"1
$'2 &�F6'<$'2 +�$'2 �F* +�$'2 *+$*9* 4*2*+:"$$, �"6'�*9* *FLO;3� 8� �4�*�-';3G<i
53$�#�H $�;�9�G&.-, 4i+iF��&' &��i %�6":$*-&i0 ,�i �+"���&$* �i+4*�i+�G&. 4�'�*+i
$�,�$'2 +�$'2�

%���������i� A 4�*+*�:"$$, %$�<"$. �'F��$*�H i$&"�4*6,#i/$*�H <' �4�*�-'1
;�#i/$*�H 53$�#i�H %*�$i &�F6'<$* %�+�$*9* i$&"���63� ��-&��4*6,#i, %�-&*-*�3O&.-,
� &'2 �'4�+��20 �*6' -&��'&.-, %�+�<� *&�';�$$, 4�*9$*%3 $�4"�"+ <' �i+&�*�"$$,
Fi6.> ��$$i2 %�6":$*-&"/�

� �"%36.&�&i ���%�$'2 4�*#"+3� *F�*F�' %� <'-6*�';' +�$';' �i+&�*�GG&.-,
��	��i�	���	i ���
&	��i0 M* +*%�*6,G&. %�4�*4*$3��&' 4"�$i 4���&'<$i �'-$*��'�

 4�*#"-i �*F*&' &�F6'#, +�$'2 +*4*�$GO&.-, i &'; -�;'; �*%>'�GO&.-,� 8�6":1
$*-&i0 *&�';�$i $� *-$*�i 4*4"�"+$i2 +�$'20 $�%'��G&.-, ���i��	���� Q3$�#i*$�6.$i
%�6":$*-&i0 *&�';�$i �$�-6i+*� ���23��$$, +*+�&�*�'2 �i+*;*-&"/0 $�%'��G&.-, ���'
�
�i��	����
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���� ��� 7 I���������i��i ���i��� y : P�;x</ P�;x</ P�;x< �� P�;x<9 ��+� 8 ;�/�<9

;�/�<9 ;=/�<9 ;>/�<9 ;?/�<

���� I���	�����i��
� ���i�� ���	����

�"2�/ %�+�$* &�F6'#G0 ,�� 3&�*�"$� JN T �K %�4*�$"$';' �3%6�;' Jxn� fnK0
n R �� �� �� � � � � N 0 J%�3<$* $3;"�3��&'0 4*<'$�G<' % n R �KU 4�' #.*;3 x� R a
i xN R b0 +" a0 b A 9��$'#i i$&"���63 %;i$' �"6'<'$' x�

	69"F���H<$" i$&"�4*6G��$$, 53$�#i�H fJxK0 M* %�+�$� -�*�H;' %$�<"$$,;' fJx�K0
fJx�K0 � � � 0 fJxN K � &*<��2 x�0 x�0 � � � 0 xN $� �i+�i%�3 Va� bW0 4*6,9�O � $�F6':"$i/
%�;i$i #iO�H 53$�#i�H $� +�$*;3 �i+�i%�3 F�9�&*<6"$*; PNJxK -&"4"$, N J�'-� ���K�

"/ F�9�&*<6"$ J4*6i$*;K 3 �3%6�2 i$&"�4*6,#i�H 4�'/;�O &i : %$�<"$$,0 M* /
53$�#i, fJxK

PNJxnK R fJxnK� n R �� �� �� � � � � N�

I-$3O O+'$'/ i$&"�4*6,#i/$'/ F�9�&*<6"$ N 19* -&"4"$G0 M* %�+*�*6.$,O +�$';
3;*��;�

�*%�L,%3��$$, %�+�<i �69"F���H<$*�H i$&"�4*6,#i�H %�F"%4"<3O i	
������i�	��
��!�� �
	 (�!��	&� (

PNJxK R fJx�K T
Jx� x�KJx� x�K � � � Jx� xNK

Jx� � x�KJx� � x�K � � � Jx� � xN K
T

T fJx�K
Jx� x�KJx� x�K � � � Jx� xNK

Jx� � x�KJx� � x�K � � � Jx� � xNK
T

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

T fJxNK
Jx� x�KJx� x�K � � � Jx� xN��K

JxN � x�KJxN � x�K � � � JxN � xN��K
�

J���K

� &*<��2 �i+�i%�3 Va� bW0 ,�i �i+;i$$i �i+ i$&"�4*6,#i/$'2 �3%6i�0 �i%$'#,
RJxK R fJxK�PN JxK 3 %�9�6.$*;3 �'4�+�3 �i+;i$$� �i+ $36,� G �i%$'#G �i+*F��:�O
��)���� �
���0 ,�3 $�%'��G&. %�6'>�*�'; <6"$*; i$&"�4*6,#i�H�

!
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;i-#" %�'<�/$� 4*6i$*;i�6.$� i$&"�4*6,#i,U 4�' #.*;3 %$�<"$$, yJxK 4�' x R xn
&*<$* %Fi9�G&.-, i% %�+�$';' yn� ��' M 
 N &��*9* %Fi93 � %�9�6.$*;3 �'4�+�3
$";�O� �&:"0 �4�*�-';�#i, "�-4"�';"$&�6.$'2 +�$'2 ;"&*+*; $�/;"$>'2 ���+��&i�
;�O Fi6.> 3$i�"�-�6.$'/ 2����&"� 4*�i�$,$* %i %�'<�/$*G i$&"�4*6,#iOG�

����� *	
��
����� �	
������	
�

 �����������


�4"��#i, 4*+�$$, 53$�#i�H fJxK �,+*; Q3�LO $�%'��O&.-, !����	i�	�� �	��i����
�*9* �'�*�'-&*�3G&. 3 &'2 �'4�+��20 �*6' O 4i+-&��� ���:�&'0 M* +�$i ;i-&,&.
4"�i*+'<$3 �*;4*$"$&3�

�� 4���&'#i *F;":3G&.-, &i6.�' +"�i6.�*;� 4"�>';' <6"$�;' �,+3 Q3�LO�
� �"%36.&�&i *&�';3G&. 6'>" $�F6':"$" 3,�6"$$, +6, 53$�#i�H fJxK 3 �'96,+i

��



&�'9*$*;"&�'<$*9* F�9�&*<6"$� M 19* 4*�,+�3

PMJxK R
a�
�

T
MX
m��

Vam cosJmxK T bm sinJmxKW � J��C K

�-�i6.�' $� 4���&'#i0 ,� 4���'6*0 53$�#i, fJxK %�+�O&.-, 6'>" 3 �'96,+i
&�F6'#i0 �'$'��O %�+�<� $�F6':"$*9* 4*>3�3 �*"5i#iO$&i� Q3�LO fag &� fbg %� %�+�$*G
�i6.�i-&G %$�<"$. 53$�#i�H� �*;3 %�+�<� 4���&'<$*9* 9��;*$i/$*9* �$�6i%3 ;*:"
F3&' -5*�;36.*��$� &��'; <'$*; ( ;"&*+*; $�/;"$>'2 ���+��&i� �4�*�-';3��&'
$� i$&"���6i J�� T K &�'9*$*;"&�'<$'; F�9�&*<6"$*;M 19* 4*�,+�3 53$�#iG y R fJxK0
+6, ,�*�H �i+*;i N �H�H %$�<"$. yn R fJxnK 4�' xn R nT�N Jn R �� �� �� � � � � N � �K�

��'9*$*;"&�'<$'/ F�9�&*<6"$ +6, 53$�#i�H0 ,�� �'%$�<"$� $� i$&"���6i J�� T K0
;�O �'96,+

PMJxK R
a�
�

T
NX
j��

�
aj cos

	��
T

jx


T bj sin

	��
T

jx

�

� � � x � T� J��C@K

+" N � M���

 J��C@K �*"5i#iO$&' aj &� bj Jj R �� �� � � � � NK �'%$�<�G&.-, $�-&34$';'

-4i��i+$*>"$$,;' (

aj R
�
N

N��X
k��

yk cos
	��
N

jk


U bj R

�
N

N��X
k��

yk sin
	��
N

jk


� J��C�K

+" � � n � N���
��9�&*<6"$ J��C@K 4�' N 
 �M +�O $�/���M" $�F6':"$$, +* 53$�#i�H fJxK %9i+$*

;"&*+3 $�/;"$>'2 ���+��&i�� I$>';' -6*��;'0 �*"5i#iO$&' fag &� fbg ;i$i;i%3G&.
-3;3 ���+��&i� �i+2'6"$.

Y� R
NX
n��

VPMJxnK� ynW
� � J��CEK


 *��";*;3 �'4�+�30 �*6' M R N��0 �4�*�-';�#i, &�'9*$*;"&�'<$';
F�9�&*<6"$*; %�*+'&.-, +* &�'9*$*;"&�'<$*�H i$&"�4*6,#i�H0 *-�i6.�' �'�*$3O&.-,
-4i��i+$*>"$$, PMJxnK R yn +6, �-i2 xn Jn R �� �� �� � � � � N � �K�

����� +
�i	 �
�, ��i	
���-. /�	,�


�;4i�'<$i 6i$i/$� �F* ���+��&'<$� %�6":$*-&i ;*:3&. $" +�&' %�+*�i6.$'/
*4'- *&�';�$'; "�-4"�';"$&�6.$'; +�$';� ��,;" 9��5i<$" %*F��:"$$, +�$'2 $"
+�O �i+4*�i+i $� %�4'&�$$, 4�* &"0 ,�'/ �$�6i&'<$'/ �'96,+ ;�O ";4i�'<$� 53$�#i,0
&*F&* F3+" �*$� -&"4"$"�*G0 6*9��'5;i<$*G i &�+�

Z�M* �i+-3&$i �4�i*�$i �i+*;*-&i0 &* % 3-iO�H ;$*:'$' ;*:6'�'2 53$�#i/
y R fJxU a� bK *F;":3G&.-, $�-&34$';' (

�K 6i$i/$� 53$�#i, y R ax T bU
�K 4*��%$'�*�� 53$�#i, y R abxU

��



CK +�*F*�*1��#i*$�6.$� 53$�#i, �'+3 y R ��JaT bxKU
DK 6*9��'5;i<$� 53$�#i, y R aT b lnJxKU
 K -&"4"$"�� 53$�#i, y R axbU
@K 9i4"�F*6i<$� 53$�#i, y R a T b�xU
�K +�*F*�*1��#i*$�6.$� 53$�#i, �'+3 y R x�Jax T bK�

�6, �'F*�3 $�/���M*9* �'+3 +�*4���;"&�'<$*�H �$�6i&'<$*�H %�6":$*-&i y R
fJxU a� bK0 ,�� �i+4*�i+�O %F3+*��$*;3 9��5i�30 �'�*$�O;* $�-&34$i 4�*;i:$i +i�H�

�� %�+�$*;3 4�*;i:�3 $"%�6":$*�H %;i$$*�H x �'F"�";* &*<�'0 ,�i +*-&�&$.*
$�+i/$i &�0 $�-�i6.�' ;*:6'�*0 �i++�6"$i *+$� �i+ *+$*�H� �*%$�<';* �H2 <"�"% x� &�
xN �

��6i *F<'-6';* -"�"+$O ��'5;"&'<$" x	
��0 -"�"+$O 9"*;"&�'<$" x��� &�
-"�"+$O 9��;*$i/$" x	
� (

x	
��� R
x� T xN

�
U x��� R

p
x� xN U x	
� R

� x� xN
x� T xN

� J��C!K

8� *F<'-6"$';' %$�<"$$,;' $"%�6":$*�H %;i$$*�H x %$�/+";* % 4*F3+*��$*9* 9��5i��
�i+4*�i+$" %$�<"$$, %�6":$*�H %;i$$*�H y

x	
��� � y��U x��� � y��U x	
� � y�� J��D�K

+6, 4*�' M" $"�i+*;*�H %�6":$*-&i y R fJxU a� bK�
��6i �'�*$3G&. +*4*;i:$i *F<'-6"$$, +6, %�6":$*�H %;i$$*�H�
�F<'-6GG&. (

-"�"+$O ��'5;"&'<$" 9��$'<$'2 %$�<"$.

y	
��� R
y� T yN

�
U J��D�� aK

-"�"+$O 9"*;"&�'<$" 9��$'<$'2 %$�<"$.

y��� R
p
y� yN U J��D�� bK

-"�"+$O 9��;*$i/$" 9��$'<$'2 %$�<"$.

y	
� R
� y� yN
y� T yN

� J��D�� cK

4i-6, <*9* 4*�i�$GG&. %$�/+"$i % 9��5i�3 �"6'<'$' y��0 y
�
� &� y�� % *F<'-6"$';'

%$�<"$$,;' y	
���0 y��� &� y	
��
��6i -�6�+�G&. $�Fi� �i+;i$$'2 *%$�� J4*2'F*�K ;i: �*%��23$�*�';' %$�<"$1

$,;' J��D�K &� &�F6'<$';' %$�<"$$,;' J��D�K +6, %�6":$*�H %;i$$*�H

�� R jy�� � y	
���jU �� R jy�� � y���jU �� R jy�� � y	
�jU
�� R jy�� � y	
���jU �� R jy�� � y���jU �� R jy�� � y	
���jU

�� R jy�� � y	
�j�
J��D�K

i %$�2*+,&. % #'2 4*2'F*� ;i$i;�6.$3

�min � minf��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g� J��DCK

�C



�;4i�'<$'/ ��'&"�i/ �'F*�3 &'43 $�F6':"$*�H +�*4���;"&�'<$*�H %�6":$*-&i
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 � i fJbK � � J�'-� ���K�
Z�M* f �JxK � f ��JxK 
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fJxnK

fJbK� fJxnK
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���� ��> 7 I�����i��� ����� +��-�$����� ���� !����i�� f;x</ j��;x<j � �9 �i�����.

� � ��;x< � �9 ��������. �� � ��;x< � �

��!� $���� i��	��i� 4���� ����i����
" ����
����5

�';�9�O&.-, �'%$�<'&' �*�i$. %�+�$*9* �i�$,$$, fJxK R �0 M* ;i-&'&.-, $�
�i+�i%�3 Va� bW�

8�;i$';* �i�$,$$, fJxK R � �i�$*%$�<$'; /*;3 �i�$,$$,;

x R gJxK� J����K

�i+4*�i+$� i&"��#i/$� 5*�;36� ;�O �'96,+

xn�� R g JxnK � J���CK

I&"��#i/$'/ 4�*#"- F3+" %Fi9�&'-,0 ,�M* �'�*$�$i $�-&34$i 3;*�' (
�K 53$�#i, gJxK ;�O %$�<"$$, 6'>" $� i$&"���6i Va� bWU
�K � 3-i2 &*<��2 i$&"���63 Va� bW 53$�#i, gJxK %�+*�*6.$,O $"�i�$*-&i

jg�JxKj � r � �� J���DK

&*F&* �H�H ;*+36. -&�*9* ;"$>'/ %� *+'$'#G�
�i�$,$$, fJxK R � +* �'96,+3 x R gJxK ;*:$� %�"-&' �i%$';' >6,2�;'0 4�*&"

+6, ;"&*+3 i&"��#i�H -6i+ *F��&' &��" �i�$,$$, x R gJxK0 +6, ,�*9* �'�*$3G&.-,
$��"+"$i 3;*�'� �'; ;"$>" jg�JxKj0 &'; ���M" %Fi9�O&.-, i&"��#i/$'/ 4�*#"-�

��* 4"�"&�*�"$$, J����K 9*�*�,&.0 M* 53$�#i, gJxK O ����$$ �� ��
������
% �6�-&'�i-&G J���DK�

�*2'F�� ;"&*+3
jz � xnj � Jb� aKrn�J�� rK� J��� K

C!
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�
���� ��? 7 D����i�� f�;x< : x� �� f�;x< : exp;x<

��� !"#
�*%96,$";* %�+�<3 <'-"6.$*9* %$�2*+:"$$, $� i$&"���6i V��� �W +i/-$'2 $36i�

53$�#i�H
fJxK R x� � expJxK�

8� �69*�'&; %$�2*+:"$$, $36, *F"�";* ;"&*+ i&"��#i/�
� 4*+iF$'2 %�+�<�2 ��:6'�* �i%3�6.$* �'�<'&' *F6�-&i ;*:6'�'2 $36i� x�� 8

�'-� �� ;*:$� F�<'&'0 M* $� ���%�$*;3 i$&"���6i O � $36i� �I2 *F6�-&i 6*��6i%�#i�H (
4"�>'/ $36. ��� � � x

���
� � ���  U +�39'/ $36. �� � � x

���
� � ��  �

�6, 4*>3�3 4"�>*9* �*�"$, x���� %�;i$';* �i�$,$$, fJxK R � �i+4*�i+$* % J���CK
&��'; �"�3�"$&$'; -4i��i+$*>"$$,;

xn�� R � expJxn�DK� x� R ���

&3& 4*-&��6"$* %$�� �A�0 *-�i6.�' x � �� �6, 53$�#i�H g�JxK R � expJx�DK $�
i$&"���6i V��� �U ���  W �'�*$3O&.-, 3;*�� jg��JxKj � �� �i-6, �� i&"��#i/ *&�';�O;*
x
���
� R ��� E�   C�

�6, 4*>3�3 +�39*9* �*�"$, x
���
� �'�*�'-&�O;* -4i��i+$*>"$$,

xn�� R expJxn�DK� x� R ��

�6, 53$�#i�H g�JxK R expJx�DK $� i$&"���6i V�� �U ��  W &��*: �'�*$3O&.-, 3;*��
jg��JxKj � �� �i-6, �� i&"��#i/ *&�';�O;* x���� R �� D�!@���

��#� *	
'��� 1��"������� �,�i� ���i�i����� 	i������

�*%96,$";* 4�'�6�+ 4*>3�3 +i/-$'2 $36i� 53$�#i�H J�'-� ��@K

fJxK R x sinx�  cos x�

4�' #.*;3 *F;":3O;*-, %$�2*+:"$$,; %$�<"$. 4"�>'2 @ $36i� % �F-*6G&$*G
&*<$i-&G � R �����

D�
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�
���� ��B 7 C
���
i��� !����i� f;x< : x sinx� ? cos x

�*�*&,9*; 4*>3�3 $36i� +*-'&. ��:6'�* *F��&' ������ �����i���i��0 M*
�i+$*-'&.-, +* �*:$*9* % $36i�� , %�+�<�0 +*-&�&$.* 4�*-&� � -��6,�$*;3 �'4�+�30
>�'+�* 3-�6�+$GO&.-, %i %Fi6.>"$$,; �i6.�*-&i %;i$$'2�

8 �'-� ��@ ;*:$� F�<'&'0 M* %� ;":i x�k�min0 x
�k�
max *F6�-&"/ 6*��6i%�#i�H kA9* �*�"$,

Jk R �� � � � � @K +*-&�&$.* *F��&' (

k R � x
�k�
min R ��  U x�k�max R ��  U

k R � x
�k�
min R C�  U x�k�max R D�  U

k R C x
�k�
min R @� �U x�k�max R �� �U

k R D x
�k�
min R !� �U x�k�max R ��� �U

k R  x
�k�
min R ��� �U x�k�max R �C� �U

k R @ x
�k�
min R � �  U x�k�max R �@�  �

�*F3+*�� �69*�'&;i� +'2*&*;i�H0 2*�+ &� +*&'<$'2 F"%4*-"�"+$.* �'46'��O %
�'96,+3 53$�#i�H fJxK0 � &��*: �H�H 4"�>*�H &� +�39*�H 4*2i+$'2 $� i$&"���6i� 
 -�*G
<"�930 4�' 4*F3+*�i �69*�'&;3 ;"&*+3 i&"��#i/0 $"*F2i+$* ���2*�3��&' 4"�i*+'<$i
�6�-&'�*-&i 5i93�3G<'2 3 fJxK 53$�#i/� " +�O % J���CK

x�k�n�� R arctg
	�
 
x�k�n



T Jk � �K��

�"%36.&�&' %$�2*+:"$$, ���%�$';' ;"&*+�;' @ �*�"$i� 4*+�$* � &�F6� ���0 +"
$��"+"$i &��i %$�<"$$, (

Iiter A �i6.�i-&. i&"��#i/ +6, *&�';�$$, %�+�$*�H �F-*6G&$*�H &*<$*-&i � R ����U
x� A %$�/+"$i %$�<"$$, @ �*�"$i� 53$�#i�HU
f� A %$�<"$$, 53$�#i�H � %$�/+"$'2 �*�"$,2�

8 *&�';�$'2 +�$'2 �'46'��O0 M* �-i <*&'�' %�-&*-*��$i ;"&*+' +�G&. +*-&�&$i
�"%36.&�&'� ��' #.*;30 2*<� ;"&*+*; +'2*&*;i�H �*�"$i %$�2*+,&.-, 4*�i6.$i>"0 $i:
i$>';' ;"&*+�;'0 *+$�� �i$ $" �';�9�O +*+�&�*�*9* +*-6i+:"$$, 4*�"+i$�' 4*2i+$'2
53$�#i/ &� ���&�� �'%$�<�O 4*&�iF$'/ �*�i$.� �"&*+*; �.G&*$� *&�';3G&.-,
�*%�L,%�'0 � ,�'2 f� R fJx�K R �� �������

D�



(����� ��� 7 ��+������ ��5��� ���i� �
���
i����� !����i��

�*;"� 8$�<"$$, �"&*+ �"&*+ �"&*+ �"&*+
$36, �"%36.&�&i� +'2*&*;i�H 2*�+ �.G&*$� i&"��#i/

Iiter �E E D E
� x� �0C�CEC! �0C�CECE �0C�CECE �0C�CEC@

f� A�0������ �0�����C �0������ A�0�����E
Iiter �! @ C �

� x� D0�CC @� D0�CC @E D0�CC @E D0�CC @E
f� �0�����C A�0�����C A�0������ A�0������
Iiter �E ! D @

C x� @0!�! ! @0!�! ! @0!�! !@ @0!�! !@
f� A�0�����C A�0�����E �0������ A�0������
Iiter �� ! D  

D x� !0E!�� D !0E!�� � !0E!�� C !0E!�� C
f� A�0������ �0����� A�0������ A�0������
Iiter �! ! D D

 x� ��0!C �� ��0!C �� ��0!C ��� ��0!C ���
f� A�0�����E A�0�����C �0������ A�0�����@
Iiter �� E C D

@ x� �@0���@ E �@0���@ E �@0���@ ! �@0���@ E
f� �0�����@ �0�����@ �0������ �0������

��%� 6�1�7�1,����� �
��� ���i�i��
" 	i�����

�*%96,$";* -'-&";3 % M �i�$,$.�������
������

f� Jx�� x�� � � � � xMK R ��
f� Jx�� x�� � � � � xMK R ��
f� Jx�� x�� � � � � xMK R ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
fMJx�� x�� � � � � xM K R �

J���@K

�i+$*-$* $�F*�3 M %;i$$'2 X R Jx�� x�� � � � � xMK +6, $�F*�3 %�+�$'2 53$�#i/
F R Jf�JXK� f�JXK� � � � � fMJXKK�

��6i *4'>";* +�� �*%4*�-G+:"$i ;"&*+'0 ,�i �'�*�'-&*�3G&.-, +6, %$�2*+:"$1
$, �*%�L,%�i� -'-&";' J���@K�

/-*$# 0�$1*�2 i*-�"3i4
"/ ;"&*+ 4*6,9�O � �"�6i%�#i�H i&"��#i/$*9* 4�*#"-3 %� 5*�;36*G

X�n��� R G
�
X�n�

�
U J����K

4�' #.*;3 X��� A 4*<�&�*�'/ $�Fi� %;i$$'20 M* �'%$�<�O&.-, $� �2i+$*;3 "&�4i
�*F*&' 9��5i<$'; <' F3+.1,�'; i$>'; -4*-*F*;� �"�&*�$*1�'%$�<"$3 53$�#iG
GJXK R Jg�JXK� g�JXK� � � � � gMJXKK *F'��G&. �$�6*9i<$* -��6,�$*;3 �'4�+�3�

�*$� 4*�'$$� %�+*�*6.$,&' $�-&34$'; 3;*��; (

D�



�K %$�<"$$, �"�&*�� X��� i �-i $�-&34$i $�F6':"$$, X�n� 4*�'$$i $�6":�&'
*F6�-&i0 � ,�i/ %$�2*+'&.-, O+'$'/ �*%�L,%*� 4*<�&�*�*�H -'-&";' $"6i$i/$'2 �i�$,$.U

FK � 3-i2 &*<��2 *%$�<"$*�H *F6�-&i 4*�'$$i �'�*$3��&'-, $"�i�$*-&i

MX
k��

j�Gm � �xkj � �� m R �� �� � � � �M J���E� aK

�F* $"�i�$*-&i
MX
m��

j�Gm � �xkj � �� k R �� �� � � � �M� J���E� bK

8 �'�*$�$$,; #'2 3;*� i&"��#i/$'/ 4�*#"- 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$. %Fi9�O&.-,
+* �*%�L,%�3�

/-*$# �56*$)"
"/ <'-"6.$'/ ;"&*+ O $�/Fi6.> �*%4*�-G+:"$'/ 4�' �*%�L,%3��$$i -'-&";

$"6i$i/$'2 �i�$,$.�
�i$ �"�6i%3O&.-, $�-&34$'; �69*�'&;*;�

�� 8�+�O;* �F-*6G&$3 4*2'F�3 � &� �"�&*� 4*<�&�*�'2 $�F6':"$.

X��� R Jx���� � x
���
� � � � � � x

���
M K� J���!K

�� �'�*�'-&*�3G<' ,�$'/ �'96,+ 53$�#i/ f�JXK� f�JXK� � � � � fMJXK0 5*�;3O;*
�����$ 8���i W % $�-&34$';' ;�&�'<$';' "6";"$&�;' (

Wkm R �fkJXK � �xm� k�m R �� �� � � � �M� J����K

C� 
 #'�6i %� $*;"�*; i&"��#i/ 4"�"�i�,O;*0 <' detJW K �R �0 4i-6, <*9* -�6�+�O;*
-'-&";3 6i$i/$'2 �i�$,$.

X�n���W �n� R X�n�W �n� � F
�
X�n�

�
� J����K

*F"�&�O;* ;�&�'#G Z�*Fi i *+"�:3O;* 5*�;363 +6, i&"��#i/$*9* 4�*#"-3

X�n��� R X�n� � F
�
X�n�

� �
W �n�

���
� J����K

�� �*:$*;3 ��*#i 4"�"�i�,O;* $�Fi� 3;*�

jx�n���
m � x�n�m j � �� m R �� �� � � � �M� J���CK

��' �H2 �'�*$�$$i i&"��#i/$'/ #'�6 4�'4'$,O;*�

8Fi:$i-&. ;"&*+3 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$. i ;"&*+3 �.G&*$� %�6":'&. �i+ �'F*�3
4*<�&�*�*�H &*<�'�

��:6'�*G 4"�"��9*G #.*9* ;"&*+3 O �'-*�� >�'+�i-&. %Fi:$*-&i�
��"F� �i+;i&'&'0 M* #'; ;"&*+*; &��*: %�3<$* �*�'-&3��&'-, 4�' 4*>3�3

�*;46"�-$*�'%$�<"$'2 $36i� -'-&";' 53$�#i�H�

DC



��(� $���� ������� ��� �
���
 ���" 	i�����

�'-&";3 �i�$,$. J���@K ;*:$� �*%96,+�&' � 4�*-&*;30 �6" ��:6'�*;3 �'4�+�30
�*6' M R ��

�*%96,$";* -'-&";3 +�*2 �i�$,$.

�
fJx� yK R ��
gJx� yK R ��

J���DK

+" fJx� yK &� gJx� yK A $"4"�"��$i &� +'5"�"$#.*�$i 53$�#i�H�
�"2�/ �:" %$�/+"$* n1" $�F6':"$$, xn� yn $"�i+*;'2 x� y� �6, Fi6.> &*<$*9*

$�F6':"$$, xn��� yn�� ;*:$� *&�';�&'

xn�� R xn TYxn� yn�� R yn TYyn� J��� K

�*+i -'-&";3 J���DK ;*:$� %�4'-�&' 3 �'96,+i

�
fJxn TYxn� yn TYynK R ��
gJxn TYxn� yn TYynK R ��

J���@K

�*%�6�+";* 53$�#i�H fJx� yK &� gJx� yK 3 �,+ �"/6*�� � *�*6i &*<�' % �**�+'$�1
&�;' Jxn� ynK

fJxn TYxn� yn TYynK R

R fJxn� ynK T Yxnf
�
xJxn� ynK T Yynf

�
yJxn� ynK TOJYxn� YynKU

gJxn TYxn� yn TYynK R

R gJxn� ynK T Yxng�xJxn� ynK T Yyng�yJxn� ynK TOJYxn� YynK�

J����K

+" +*+�$�' OJYxn� YynK ;i-&,&. <6"$' Fi6.> �'-*�*9* 4*�,+�3 ;�6*-&i0 $i: Yxn &�
Yyn� �F;":";*-, � -'-&";i J���@K 6'>" 6i$i/$';' +*+�$��;' �i+$*-$* Yxn &� Yyn�
�*+i *&�';�O;*��������

�������

fJxn TYxn� yn TYynK R
R fJxn� ynK T Yxnf �xJxn� ynK T Yynf �yJxn� ynK R ��

gJxn TYxn� yn TYynK R
R gJxn� ynK T Yxng�xJxn� ynK T Yyng�yJxn� ynK R ��

J���EK

�'��% J���EK ;*:$� �*%96,+�&' ,� -'-&";3 �i�$,$. �i+$*-$* $"�i+*;'2 4�'�*-1
&i� Yxn &� Yyn� 8�4'>";* �H�H � -&�$+��&$*;3 �'96,+i���

��
f �xJxn� ynKYxn T f �yJxn� ynKYyn R �fJxn� ynK�

g�xJxn� ynKYxn T g�yJxn� ynKYyn R �gJxn� ynK�
J���!K

��"+";* 4*%$�<"$$, 53$�#i/ fJxn� ynK R fn0 gJxn� ynK R gn &� <�-&'$$'2
4*2i+$'2 3 &*<#i x R xn0 y R yn ( f �xn R �fJx� yK��x0 f �yn R �fJx� yK��y0

DD
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�
���� ��� 7 D����i�� x� F y� : > �� y : ;x� �<� � �

g�xn R �gJx� yK��x0 g�yn R �gJx� yK��y� �*+i �*%�L,%�$$, -'-&";' J���!K ;*:$�
%�4'-�&' � $�-&34$*;3 �'96,+i (

Yxn R
det

	�fn f �yn
�gn g�yn




det
	
f �xn f �yn
g�xn g�yn


 � Yyn R
det

	
f �xn �fn
g�xn �gn




det
	
f �xn f �yn
g�xn g�yn


 � J��C�K

�"4"� ;*:$� %�4'-�&'

xn�� R xn TYxn� yn�� R yn TYyn� J��C�K

Z� i � i$>'2 ;"&*+�20 4*<�&�*�i %$�<"$$, �**�+'$�& x� &� y� $"*F2i+$* %�+���&'0
-4'��G<'-. $� �4�i*�$i �i+*;*-&i0 $�4�'�6�+0 % 9��5i<$'2 %�6":$*-&"/�

��� !"#
�*%96,$";* -'-&";3 +�*2 �i�$,$. J�'-� ���K

x� T y� R D�
Jx� �K� R � T y�

�*�'-&3G<'-. ;"&*+*; �.G&*$�0 %$�/+";* �*%�L,%*��

�� ��"+";* +�i 53$�#i�H (

fJx� yK R x� T y� � DU

gJx� yK R Jx� �K� � y � ��

� &��*: �H2 4*2i+$i (
f �xJx� yK R �fJx� yK��x R �xU

f �yJx� yK R �fJx� yK��y R �yU

g�xJx� yK R �gJx� yK��x R �Jx� �KU

g�yJx� yK R �gJx� yK��y R ���

D 



�� �*F3+3O;* 9��5i�' +6, 53$�#i/ fJx� yK &� gJx� yK� 8 �'-� ��� �'46'��O0 M*
+i/-$'2 �*�"$i� +���

I$&"���6'0 � ,�'2 ;i-&,&.-, �*�"$i (
�*�i$. \ � ( ���  � x � ��  U ��  � y � ��  U
�*�i$. \ � ( �� � � x � �� �U ��� � � y � ��� ��

C� 8+i/-$GO;* 4*>3� 4"�>*9* �*�"$,�
C��� 8�+�O;* �"�&*� 4*<�&�*�'2 $�F6':"$. >3��$*9* �*�"$,

X��� R Jx�� y�K R J�� �� �� �K�

C��� �� *-$*�i �69*�'&;3 J���!KAJ��C�K %$�2*+';* 4"�>'/ �*%�L,%*� -'-&";'
�i�$,$. J+'�� &�F6� ���K�

(����� ��� 7 I�����i��� ������ ��5��� ���5�*� ����

�*;"� �"%36.&�&' *F<'-6"$.
i&"��#i�H n xn yn fJxn� ynK gJxn� ynK

� ��� �� ��� ��  ����� �� �@ @� �� �� @� 
� ��� �� !EE �� � �C�@ �� ����!@ �� ���EED
C ��� ����DD �� ������ �� ���!�� �� ����DE
D ��� ������ �� ������ �� ������ �� ������
 ��� ������ �� ������ �� ������ �� ������

D� �*>3� +�39*9* �*�"$,�
D��� 8�+�O;* �"�&*� 4*<�&�*�'2 $�F6':"$. >3��$*9* �*�"$,

X��� R Jx�� y�K R J�� �U ��� �K�
D��� �� *-$*�i �69*�'&;3 J���!KAJ��C�K %$�2*+';* +�39'/ �*%�L%*� J+'�� &�F6�

��CK�

(����� ��= 7 I�����i��� ������ ��5��� ���*�*� ����

�*;"� �"%36.&�&' *F<'-6"$.
i&"��#i�H n xn yn fJxn� ynK gJxn� ynK
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�
���� ��@ 7 Ci�
�i ���i ���i����/ n : = ;�i�����. �����i
�� ���� 7 =9 ��������. ���

���
�� ;+���-�</ ��� ���
�� �� ��� ����i����� ������
�i ;��
�����i</ �� ���
�-

���i ;+�+�<<

�� #
��
�� :
����� �"2�/ �*:$'/ i% +*+�&$'2 +i/-$'2 �*�"$i� �i�$,$$,
PnJxK R � ��23O&.-, %� <'-6*; /*9* ���&$*-&i� �*+i �i6.�i-&. $36i� +*�i�$GO
�i6.�*-&i +i/-$'2 �*"5i#iO$&i� #.*9* �69"F���H<$*9* �i�$,$$, �F* +*�i�$GO �i6.�*-&i
%;i$ %$��i� 3 4*-6i+*�$*-&i �*"5i#iO$&i� fag0 �F* $� 4��$" <'-6* ;"$>" J�*"5i#iO$&'0
M* +*�i�$GG&. $36G0 $" ���2*�3G&.-,K�

C� #
��
�� (�!��	&�� 
 4*6i$*;� PnJxK �"�2$, ;":� +*+�&$'2 +i/-$'2 �*�"$i�
�'%$�<�O&.-, ,�

R R � T JB�a�K
��n � a� 
 �� J��DDK

+" a� A 4"�>'/ �i+LO;$'/ �*"5i#iO$&0 B A $�/Fi6.>� �F-*6G&$� �"6'<'$� �i+LO;$*9*
�*"5i#iO$&��

D� 2������ 3
��� �"2�/ 4*6i$*; PnJxK0 3 ,�*9* an R �0 ;�O $�Fi� $36i� z�0 z�0
� � � 0 zn��0 zn J% 3��23��$$,; ���&$*-&iK� �*+i 4*6i$*; PnJxK ;*:" F3&' %�4'-�$'/ 3
&��*;3 5��&*�'%�#i/$*;3 %*F��:"$$i (

PnJxK R xn T an��x
n�� T � � �T a�x T a� R

nY
j��

Jx� zjK� J��D K

" %*F��:"$$, ;*:$� �'�*�'-&*�3��&' +6, �*$&�*6G %$�/+"$'2 %$�<"$. $36i�
z�� z�� � � � � zn��� zn� ��4�'�6�+0

nX
j��

zj R �an���
nY
j��

zj R J��Kna�� J��D@K

+" an�� A �*"5i#iO$& 4�' xn��0 � a� A �i6.$'/ <6"$ 4*6i$*;��

 � #
��
�� �$�� Z�M* �i�$,$$, PnJxK R � ;�O +i/-$i �*�"$i &� +i/-$i
�*"5i#iO$&'0 &*

a�k 
 ak��ak��� J��D�K

D!



����� 8
������ 1��"������� �,�i� ���i��i�

8�+�<� %$�2*+:"$$, $36i� 4*6i$*;i� O $"-&i/�*G %�+�<"G0 *-�i6.�' %$�<"$$,
$36i� O +*-'&. <3&6'�';' +* %;i$' �*"5i#iO$&i�� 
 #.*;3 6"9�* 4"�"�*$�&'-,0 ,�M*
�*%96,$3&'0 $�4�'�6�+0 4*6i$*;'

f�JzK R Jz � �K��� f�JzK R Jz � �K�� � ������ J��DEK

�*$' �i+�i%$,G&.-, &i6.�' �i6.$';' <6"$�;' $� �"6'<'$3 ������ �i: &';0 3 4"�>*9*
F�9�&*<6"$� O+'$'/ +i/-$'/ �*�i$. z R � ���&$*-&i ��0 � 3 +�39*9* F�9�&*<6"$� ��
*+$*���&$'2 �*�"$i�

zk R � T �� �

�
cos

�
k�

 

�
T i sin

�
k�

 

��
� k R �� �� � � � � ��� J��D!K


 %�9�6.$*;3 �'4�+�3 $"*F2i+$* �'2*+'&' % 4�'43M"$$,0 M* �*�"$i F�9�&*<6"$�
O �*;46"�-$*1�'%$�<"$';'� ��i; &*9*0 �*;46"�-$*1�'%$�<"$';' ;*:3&. F3&' i /*9*
�*"5i#iO$&'�

8�+�<3 %$�2*+:"$$, $36i�0 ,� 4���'6*0 �'�*$3G&. 3 &�' "&�4'�

%�� �� �� #.*;3 "&�4i �*�"$i �����i��$� .i���$$�0�
8 #iOG ;"&*G �'%$�<�G&. ��&���		� ������0 &*F&* ��/*$ $� �*;46"�-$i/

46*M'$i0 � ,�*;3 �i�*9i+$* ;i-&,&.-, �-i $36i� � ;�:*��$&$i/ *F6�-&i 3&�*�GG&.
*F6�-&. 4"�"96,+3 ]� �*��6i%�#iG $36i� 4*6i$*;� N 19* -&"4"$G PNJzK � *F6�-&i
4"�"96,+3 %+i/-$GG&. %� +*4*;*9*G +i/-$*�H 53$�#i�H

MJzK R jPNJzKj� J�� �K

���'; <'$*;0 ;i$i;3;' 53$�#i�H MJzK0 M* +*�i�$GG&. $36G0 %Fi9�G&.-, %
�*�"$,;' 4*6i$*;� PNJzK� �6, 4*>3�3 ;i$i;3;i� %�+�$*�H 53$�#i�H +�*2 ��93;"$&i�
�*%�*F6"$* <';�6* �i%$*;�$i&$'2 <'-"6.$'2 ;"&*+i�� �i$i;3;' ;*:3&. ;i-&'&'-,
+*-&�&$.* F6'%.�*0 � ,�M* �*�"$i O ���&$';' A &* %Fi9�&'-,� � #.*;3 �'4�+�3
�i6.�i-&. ;i$i;3;i� F3+" ;"$>� %� -&"4i$. N 4*6i$*;�� Z�M* �i6.�i-&. $36i� $" $�+&*
�"6'��0 $36i ;*:$� 6*��6i%3��&' �i%3�6.$*� �"4"� % ;i-#"; 6*��6i%�#i�H �*$��"&$*9*
$36, �'+i6,G&. /*9* ;�:*��$&$3 *F6�-&.0 &*F&* ��/*$ $� �*;46"�-$i/ 46*M'$i0 M*
;i-&'&. &i6.�' *+'$ $36.�

%�� �� � ;�:*��$&$i/ *F6�-&i0 M* �i+$*-'&.-,0 $�4�'�6�+0 +* �*$��"&$*9*
$36, z�0 �� 	$$� /*9* %$�<"$$,�

�3& �'�*�'-&*�3G&. &��i i&"��#i/$i ;"&*+'0 ,� ;"&*+ 2*�+ �F* ;"&*+ �.G&*$�0
M* 4�'43-��G&. %�-&*-3��$$, �*;46"�-$*1�'%$�<"$'2 %;i$$'2� �*<�&�*�" %$�<"$$,
4�' #.*;3 F"�";* � ;�:*��$&$i/ *F6�-&i ,�*;*9� F6'%.�'; +* 4�'43-��O;*�H &*<�'
�*�"$,� 8$�/+"$" %$�<"$$, �*�"$, z� �'+i6,G&.

PNJzK R Jz � z�KPN��JzK� J�� �K

� % $*�'; 4*6i$*;*; PN��JzK -&"4"$, $� *+'$'#G ;"$>" &� 4�*+*�:3G&. �*F*&3
%9i+$* % "&�4*; ��

 �



�
���� ���� 7 D��������� ��
��� ����*������ ������*� ������ z� : �� ? ��*��������

P�;z< : ;z � �� ?<H;z F �� �<� F�� �>JH;z � �� �<� F�� �>J ;����� �������� ����+��� ��������i

���� fznmg/ + ��- �� ��5��� ���� ��� +������� ���i�� z� : �� ?9 ������� ����+��i

�������� �-i��- �����i� ��*��������<

%�� C� �� #.*;3 "&�4i �-i %$�/+"$i $36i �
�
�i��$� >6,2*; 4�,;*�H
4i+-&�$*��' 3 4*<�&�*�'/ 4*6i$*;� �"�"�i�,G&. &��*: i$���i�$&$i �6�-&'�*-&i
�*�"$i� F�9�&*<6"$� �i+4*�i+$* J��D@K�

��� !"#
�*%96,$";* F�9�&*<6"$  19* -&"4"$, �i+ �*;46"�-$*1�'%$�<"$*9* ��93;"$&3

z R x T iy
P�JzK R Jz � ��  K VJz T �� �K� T �� �DW VJz � �� �K� T �� �DW�

8� �69*�'&; %$�2*+:"$$, $36, *F"�";* ;"&*+ �.G&*$��
�*-&��';* %�+�<3 �'�<"$$, %Fi:$*-&i +* $36, z� R ��  %�6":$* �i+ *F��$*9*

4*<�&�*�*9* %$�<"$$, z��
8 #iOG ;"&*G $� �*;46"�-$i/ z146*M'$i Z *F"�";* 4�,;*�3&$3 *F6�-&.

�*%;i�*; J�C� � � x � C� �K0 J���  � y � ��  K0 ,�3 J+6, 4*F3+*�' �'-3$��K
�i�$*;i�$* %�4*�$';* &*<��;' % +�*�';i�$*9* ;�-'�� 4*<�&�*�'2 %$�<"$. fznm R
Jxn� ymK 
 Z�g0 n R �� �� � � � � N 0 m R �� �� � � � �M �

8�9�6.$� �i6.�i-&. JN T �K� JM T �K "6";"$&i� ;�-'�� Z� 4*�L,%�$� % �';*9*G
+* ,�*-&i �'-3$�� &� ;*:" F3&' *F��$�0 $�4�'�6�+0 N R C�� &� M R � ��

�*F3+3O;* &"4"� �'-3$*�0 ,�'/ $�%'��G&. ���
�	�� ����!���		� ���
	�� ��'
4*F3+*�i &��*9* �*+� �'-3$�� 4�'/;";* 4���'6* %�5��F3��$$, (

A ,�M* 4�' -&��&i % F3+.1,�*�H <"�9*�*�H &*<�' znm � �"%36.&�&i %�-&*-3��$$,
�69*�'&;3 4*>3�3 $36, F3� %$�/+"$'/ �*�i$. z� R �0 0 &* &��i -&��&*�i &*<�'
+*;*�';*-. 5��F3��&'0 $�4�'�6�+0 3 <*�$'/ �*6i�U

A ,�M* : 4�' -&��&i % F3+.1,�*�H <"�9*�*�H &*<�' znm +i, �69*�'&;3 4�'�"6� +*
F3+.1,�*9* % <*&'�.*2 i$>'2 $36i� Jz�0 z�0 z�0 z�K0 &* &��i -&��&*�i &*<�' +*;*�';*-.
5��F3��&'0 $�4�'�6�+0 3 Fi6'/ �*6i��

 �



�
���� ���� 7 D��������� ��
��� ����*������ ������*� ������ z� : �/? ��*��������

P�;z< : ;z � �� ?< H;z � �� �<� F �� �>J� ;����� �������� ����+��� ��������i ���� fznmg/

+ ��- �� ��5��� ���� ��� +������� ���i�� z� : �/?9 ������� ����+��i ��������

�-i��- �����i� ��*��������<

�'-3$�' &��*9* �'96,+3 %�3<$* *&�';3��&' %� +*4*;*9*G -3<�-$'2 ;�&";�1
&'<$'2 4��"&i�0 $�4�'�6�+0 Maple �F* Mathematica�

��9�$i%3O;* &"4"� 4*+�i/$'/ #'�6 4* %;i$$'2 x &� y0 4* %��"�>"$$i ,�*9*
%�4*�$';* +�*�';i�$'/ ;�-'� 4*<�&�*�'2 %$�<"$. fznm 
 Z�g�

�� �'-� ���� $��"+"$* F�-"/$ 4�'&,93��$$, �*�"$, z� R �0 F�9�&*<6"$�

P�JzK R Jz � ��  K VJz T �� �K� T �� �DW VJz � �� �K� T �� �DW�

&*<�' ,�*9* ���%�$i <*�$'; �*6.*�*;� �*<�'0 M* 4*5��F*��$i Fi6'; �*6.*�*;0
$�6":�&. +* F�-"/$� 4�'&,93��$$, i$>'2 <*&'�.*2 �*�"$i�0 %$�<"$$, ,�'2 &��i (
z��� R �� �� i�� �U z��� R ��� �� i�� ��

�*:$� 4*F�<'&' +*-'&. -�6�+$3 ;":3 F�-"/$� 4�'&,93��$$, J;*:6'�*-&i
+�3�3 $" +*%�*6,G&. 4*��%�&' �-i 4L,&. F�-"/$i� 4�'&,93��$$,K�

�� �'-� ���� 4*��%�$'/ &*/ :" F�-"/$ 4�'&,93��$$, �*�"$, z� R ��  F�9�&*<6"$�

P�JzK R Jz � ��  K VJz � �� �K� T �� �DW��

4�' <*;3 %$�<"$$, i$>'2 �*�"$i� 3 ,�*9* $�-&34$i ( z��� R �� ��i�� �U z��� R �� ��i�� ��
���'; <'$*;0 3 #.*9* F�9�&*<6"$� O +�i 4��' ���&$'2 $36i��
�*:$� 4*F�<'&'0 M* �i+$*-$* $"�"6'�� %;i$� %$�<"$$, �F* -&�3�&3�' �*�"$i�

�'%$�<�6.$* �46'��O $� �'96,+ F�-"/$3� ��* �'-3$�' &��*9* &'43 ��:3&.0 M* �*$'
;�G&. �������	i ��������i�

 �



����� 2������� �� ����	���	�, 	����,

��F*��&*�$� �*F*&� �*%��2*��$� $� �i-i; 9*+'$ i ;i-&'&. <*&'�' %��+�$$,�

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 %$�2*+:"$$, $36, %�+�$*�H 53$�#i�H� ��*9��;� 4*�'$$�
;i-&'&' <*&'�' �69*�'&;'0 M* 9�3$&3G&.-, $� ;"&*+i 4*6*�'$$*9* +i6"$$,0 ;"&*+i
2*�+0 ;"&*+i �.G&*$� i �*;Fi$*��$*;3 ;"&*+i 2*�+ i +*&'<$'2�

�2i+$i +�$i +6, 4�*9��;' (
Va� bW A i$&"���6 i%*6,#i�H �*�"$,U
fJxK A 53$�#i,0 $36. ,�*�H �i+>3�3O&.-,�
�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. &�F6'#G 4*-6i+*�$'2 $�F6'1

:"$. $36, 53$�#i�H i %$�<"$. -�;*�H 53$�#i�H�

�"�i")*�

�K a R �0 �U b R C0�DU fJxK R x� �  sinJxKU
FK a R �0��U b R ����U fJxK R expJxK� ��xU
�K a R �0 �U b R �0��U fJxK R sinJxK� x T ��� U
9K a R �0@�U b R �0��U fJxK R expJxK� x� ��� U
+K a R A��E�U b R �0E�U fJxK R x� � x T tgJxKU
"K a R �0�U0 b R �0 �U fJxK R Jx� ��� K�U
:K a R �0��U b R �0 �U fJxK R Jx� ��� K��

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 <'-"6.$*9* %$�2*+:"$$, �*�"$, �i�$,$$,� �'�*�'-&�/&"
;"&*+ 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.�

�2i+$i +�$i +6, 4�*9��;' (
Va� bW A i$&"���6 i%*6,#i�H �*�"$,U
fJxK A 53$�#i, 3 �i�$,$$i fJxK R �0 �*�i$. ,�*9* �i+>3�3O&.-,�

�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. &�F6'#G 4*-6i+*�$'2 $�F6'1
:"$. �*�"$, �i�$,$$, i %$�<"$. -�;*�H 53$�#i�H�

�"�i")*�

�K a R �0EU b R �0�U �� � sinJxK T x� � � R �U

FK a R ���U b R �0DU x� �� � lnJxK� �� � R �U

�K a R �0�U b R �0�U �� �x� � x lnJxK R �U

9K a R �0�U b R �0 U x T lgJxK� ��  R �U

+K a R �0DU b R �0 U sinJxK� �xT ��  R ��

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 <'-"6.$*9* �*%�L,%3��$$, -'-&";' $"6i$i/$'2 �i�$,$.�
�'�*�'-&�/&" ;"&*+ 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$. i ;"&*+ �.G&*$��

�2i+$i +�$i +6, 4�*9��;' (

 C



M A �i6.�i-&. %;i$$'2U
X� A �"�&*� 4*<�&�*�*9* $�F6':"$$, �*%�L,%�3U
F JXK R � A $�Fi� �i�$,$.0 �*%�L,%�$$, ,�'2 �i+>3�3O&.-,�

�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. &�F6'#G 4*-6i+*�$'2 %$�<"$.
�"�&*�� �*%�L,%�30 � &��*: �"%36.&�& 4i+-&�$*��' �*%�L,%�3 3 �*:$" % �i�$,$. %�+�$*�H
-'-&";'�

�"�i")*�

�K M R �( X� R J��  U ��  K0

�
x� T y� � @x T C R �0
x� � y� � @y T � R �U

FK M R �( X� R J��  U �� �K0

�
x� y � @ lnJxK� � R �0
x� Cy � @ lnJyK� � R �U

�K M R �( X� R J�� �U �� D�K0

�
cosJ�� D T x�K T x� T y� � �� @ R �0
��  Dx� � y� � � R �U

9K M R CU X� R J�� �U �� �U �� �K0���
��
lnJyK� lnJzK� x T � R �0
�x� T y � z � �� D R �0
xy � ��z T D� R ��

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 %$�2*+:"$$, $36i� %�+�$*9* 4*6i$*;�� ��*9��;� 4*�'$$�
;i-&'&' 4"�"�i��3 %$�/+"$'2 $36i� i �'�*$�$$, i$���i�$&$'2 �6�-&'�*-&"/ J��D@K�

�2i+$i +�$i +6, 4�*9��;' (
N A -&"4i$. 4*6i$*;�U
PNJxK A 4*6i$*;0 $�Fi� $36i� ,�*9* �i+>3�3O&.-,�

�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. &�F6'#G %$�<"$. $36i�
4*6i$*;�0 � &��*: �"%36.&�& 4"�"�i��' i$���i�$&$'2 �6�-&'�*-&"/ J��D@K�

�"�i")*�

�K N R CU PNJxK R x� T @x�  U

FK N R CU PNJxK R x� � �xT �U

�K N R CU PNJxK R x� � �x� T x T �U

9K N R CU PNJxK R x� T Dx� CU

+K N R CU PNJxK R x� � ��x� E�

 D



� "%i& � #$ $+$�,!-))( �$.$*�

8�i& 4�* �'�*$�$3 �*F*&3 ;�O ;i-&'&' (
�K %;i-& %��+�$$,U
�K �'�*�'-&�$i 5*�;36'U
CK &"�-& 4�*9��;'U
DK 4�*&*�*6 �'�*$�$$, <'-"6.$'2 "�-4"�';"$&i�0 M* ;i-&'&. &�F6'#G 4*-6i+*�1

$'2 $�F6':"$. $36, 53$�#i�H i %$�<"$. -�;*�H 53$�#i�HU
 K i$&"�4�"&�#iG *&�';�$'2 �"%36.&�&i��

����� 2������� ��� ��	��i	'


�� ��*�"+i&. �6�-'5i��#iG ;"&*+i� %$�2*+:"$$, $36i� 53$�#i�H�
�� 
 <*;3 �i+;i$$i-&. ;"&*+3 �.G&*$� �i+ ;"&*+3 2*�+ [
C� �*;3 +6, �*%�L,%3��$$, -'-&"; $"6i$i/$'2 �i�$,$. ;*:6'�" %�-&*-3��$$,

6'>" i&"��#i/$'2 ;"&*+i� [
D� �F9�3$&3/&" 5*�;3630 ,�� 3%�9�6.$GO i&"��#i/$'/ 4�*#"- 3 ;"&*+i �.G&*$�

xn�� R xn � fJxnK�f �JxnK� �
�
f ��JxnK� Jf �JxnKK

�
�

 � ��6�+i&. F6*�1-2";3 �69*�'&;3 %$�2*+:"$$, $36i� 53$�#i�H (
� %� ;"&*+*; +'2*&*;i�H0
� %� ;"&*+*; 2*�+0
� %� ;"&*+*; �.G&*$�0
� %� �*;Fi$*��$'; ;"&*+*; 2*�+ i +*&'<$'20
� %� ;"&*+*; i&"��#i/�
@� �*F3+3/&" F6*�1-2";3 �69*�'&;3 �*%�L,%3��$$, -'-&";' $"6i$i/$'2 �i�$,$. (

�K ;"&*+*; i&"��#i/0 FK ;"&*+*; �.G&*$��
�� Z�i % �'M" �*%96,$3&'2 ;"&*+i� ;*:$� �'�*�'-&�&' +6, %$�2*+:"$$,

�*;46"�-$*�'%$�<"$'2 $36i� 4*6i$*;i� [
E� Z�i % �'M" �*%96,$3&'2 ;"&*+i� ;*:$� �'�*�'-&�&' +6, %$�2*+:"$$, $36i�

4*6i$*;i� % �*;46"�-$*�'%$�<"$';' �*"5i#iO$&�;' [
!� Z�i % *4'-�$'2 �'M" ;"&*+i� ;*:$� %�-&*-*�3��&' +6, %$�2*+:"$$,

�*;46"�-$*�'%$�<"$'2 $36i� 53$�#i�H [
��� 8�4�*4*$3/&" ���i�$& �'�*�'-&�$$, ;"&*+3 �.G&*$� 4�' %$�2*+:"$$i $36i�

4*6i$*;� % ���&$i-&G0 ,�� +*�i�$GO +�*;�

  



�� ������i ����� �i�i���� 
�!��"

���� ������i ���	��
��i �i�����i

�"6'�3 �i6.�i-&. �i%$*;�$i&$'2 %�+�< �$�6i%3 &� -'$&"%3 5i%'<$'20 &"2$i<$'20
"�*$*;i<$'2 -'-&"; �i%$*�H 4�'�*+' $� 4"�$*;3 "&�4i �*%�L,%3��$$, ;*:$� -5*�;36G1
��&' � &"�;i$�2 %�+�< 6i$i/$*�H �69"F�'� �* &��'2 %�+�< $�6":�&.( �*%�L,%3��$$, -'-1
&";' 6i$i/$'2 �69"F���H<$'2 �i�$,$.0 �'%$�<"$$, �6�-$'2 <'-"60 *F<'-6"$$, 53$�#i/
�i+ ;�&�'#. &� &��" i$>"�

�-$*�$';' *FLO�&�;'0 % ,�';' �'�*$3G&.-, <'-"6.$i ;"&*+' 6i$i/$*�H �69"F�'0
O �"�&*�' i ;�&�'#i�

5
����� X $�%'��O&.-, �4*�,+�*��$� 4*-6i+*�$i-&.0 3&�*�"$� % N <'-"6
X R Jx�� x�� � � � � xN K�

/�����	�$ �����
$ A �*%;i�3 N $�%'��O&.-, �4*�,+�*��$� &�F6'#,0 M*
-�6�+�O&.-, % "6";"$&i� i ;�O N p,+�i� i N -&*�<'�i�

A R

�
BBB�
a�� a�� � � � a�N
a�� a�� � � � a�N
���

���
� � �

���
aN� aN� � � � aNN

�
CCCA � JC��K

%�
�
	� �����i A 4*%$�<�G&. <"�"% aij0 +" i A $*;"� �,+��0 j A $*;"�
-&*�4#,0 $� 4"�"&'$i ,�'2 ;i-&'&.-, #"/ "6";"$&�

��*�*<"$'/ %�4'- (

A R VaijW� i� j R �� �� � � � � N� JC��K

��6i F3+";* �*%96,+�&' 6'>" ���+��&$i ;�&�'#i� Z�M* � ;�&�'#i A 4*;i$,&'
;i-#,;' p,+�' i -&*�4<'�'0 &* *+"�:';* ;�&�'#G A�0 ,�� $�%'��O&.-, ��	���'
	���	�$ �i+$*-$* ;�&�'#i A0 &*F&* JA�Kji R Aij�

���� 8
�����i ����
 p�1�7�1,����� �
���


�i�i��
" �����	�-.��
" 	i����� 4��965

�*%96,$";* -'-&";3 N 6i$i/$'2 �69"F���H<$'2 �i�$,$. % N $"�i+*;';'�������
������

a��x� T a��x� T a��x� T � � � T a�NxN R b��
a��x� T a��x� T a��x� T � � � T a�NxN R b��
a��x� T a��x� T a��x� T � � � T a�NxN R b��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
aN�x� T aN�x� T aN�x� T � � �T aNNxN R bN �

JC�CK

 @



�6, �'�*p'-&�$$, �*;4��&$*9* %�4'-3 ��"+";* �"�&*�1-&*�4<'� $"�i+*;'2 X
i �"�&*�1-&*�4<'� �i6.$'2 <6"$i� B (

X R

�
BBB�
x�
x�
� � �
xN

�
CCCA � B R

�
BBB�
b�
b�
� � �
bN

�
CCCA � JC�DK


 &��'2 4*%$�<"$$,2 ��	� ;�O �'96,+

AX R B� JC� K

�'-"6.$i ;"&*+' %$�2*+:"$$, �*%�L,%�$$, ��	�0 ,�i %�-&*-*�3G&. $� 4p��&'#i0
% &*<�' %*p3 *�9�$i%�#i�H *F<'-6"$. +i6,&. $� +�� �6�-' ( ����i J&*<$iK &� i
���i�	i
J$�F6':"$iK�

2������ $�%'��G&.-, &��i ;"&*+'0 ,�i +*%�*6,G&. *&p';�&' &*<$" �*%�L,%�$$,
%� -�i$<"$$3 �i6.�i-&. ��'5;"&'<$'2 *4"��#i/ J%� 4�'43M"$$,;0 M* *F<'-6"$$,
�'�*$3G&. F"% *��396"$$,K� �* &��'2 ;"&*+i� $�6":�&. ;"&*+ ���;"�� i ;"&*+
7�3--� % �'F*�*; 9*6*�$*9* "6";"$&3�

I
���i�	i ;"&*+' J&��*: %� 4�'43M"$$,;0 M* *F<'-6"$$, �'�*$3G&.-, F"%
*��396"$.K +i-&�G&. $�F6':"$'/ �*%�L,%*� -'-&";' % $�4"�"+ %�+�$*G &*<$i-&G�
�*:$� -��%�&'0 M* %� +*4*;*9*G i&"��#i/$*9* ;"&*+3 &*<$'/ �*%�L,%*� +i-&�O&.-,
�$�-6i+*� $"-�i$<"$$*9* J9��$'<$*9*K 4�*#"-3� �����&"�$'; 4�'�6�+*; O ;"&*+
8"/+"6,�

�"�"+ &'; ,� 4"�"/&' +* *4'-3 �i%$'2 ;"&*+i� %$�2*:+"$$, �*%�L,%�3 ��	�0
4i+��"-6';*0 M* �*:$'/ % $'2 ����	
	 ���
�������� �
�
�i���$0 &*F&* 4i+-&�$*�1
�*G %$�/+"$*9* �"�&*�� �*%�L,%�$$, 3 4*<�&�*�3 -'-&";3�

���� $���� 3	��	� 	�1�7�1,����� ��96

���:�O;* +�6i0 M* ;�&�'#, -'-&";' A $"�'�*+:"$�0 &*F&* detA �R �0 i �"�&*�
�i6.$'2 <6"$i� B $"$36.*�'/ JB �R �K� ��*&'6":$'/ �'4�+*�0 �*6' detA R � iB R �0
&*F&* ;�O ;i-#" *+$*�i+$� ��	�0 �*%96,+�&' $" F3+";*�

Z�M* #i 3;*�' �'�*$�$i0 -'-&";� �i�$,$. JC�CK ;�O O+'$'/ �*%�L,%*�� 8$�<"$$,
$"�i+*;'2 xj Jj R �� �� � � � � NK ;*:3&. F3&' *&�';�$i %� �������$ /���
��

xj R
detAj

detA
� j R �� �� � � � � N� JC�@K

�3& detA A ���	� 	�� �����i A i detAj A �'%$�<$'� ;�&�'#i Aj0 ,��
3&�*�GO&.-, % ;�&�'#i -'-&";' A %�;i$*G �H�H j19* -&*�4<'�� $� -&*�4<'� B �i6.$'2
<6"$i� ��	��

8 4���&'<$*9* 4*96,+3 ;"&*+ ���;"�� O %�3<$'; 3 �'4�+�3 ��	� 4*�i�$,$*
$"�"6'�*9* �*%;i�3 JN � DK0 &*;3 /*9* <�-&* �'�*�'-&*�3G&. 4�' ��3<$'2�
*F<'-6"$$,2�

8 4*+�6.>'; %�*-&�$$,; �*%;i�30 �*6' N   0 "5"�&'�$i-&. ;"&*+3 >�'+�*
%$':3O&.-,� " 4*�L,%�$* % &'; 5��&*;0 M* /*9* �"�6i%�#i, �';�9�O �'�*$�$$,

 �



%$�<$*�H �i6.�*-&i ��'5;"&'<$'2 *4"��#i/ J&*F&* �"6'�'2 �"-3�-i�K� Z� $"+*6i�
+�$*9* ;"&*+3 -6i+ &��*: �i+%$�<'&' 4i+�'M"$3 <3&6'�i-&. +* 4*2'F*� *��396"$.�

��� !"#
�*%96,$";* ��	� �

�x� T Cx� R �0
Cx� T Dx� R ���

�6, $"�H

detA R det
	
� C
C D



R �� �R ��

�-�i6.�' �i6.�i-&. �i�$,$. %Fi9�O&.-, % �i6.�i-&G $"�i+*;'20 �*%�L,%�$$, i-$3O
i O+'$"� �6, /*9* %$�2*+:"$$, *F<'-6';* (

detA� R det
	

� C
�� D



R ��U detA� R det

	
� �
C ��



R ���

" +�O

x� R
detA�

detA
R �U x� R

detA�

detA
R ��

�i+-&�$*��*G %$�/+"$'2 �*%�L,%�i� 3 �'2i+$3 ��	� 4"�"�*$3O;*-,0 M* �i�$,$1
$, -'-&";' 4"�"&�*�GG&.-, � &*&*:$*-&i�

���� $���� :�,��� 1 �
��	� ��������� ������,

�*%�L,%�$$, ��	� #'; ;"&*+*; 4�*�*+,&. 3 +�� "&�4'�
�� 4"�>*;3 "&�4i J������ )i�K 4*-6i+*�$'; �'�6G<"$$,; $"�i+*;'2 -�6�+�G&.

4"�"&�*�"$3 "��i��6"$&$3 -'-&";3 �i�$,$. % ����	�$ �����
$0 � ,�i/ �-i
"6";"$&' 4i+ 9*6*�$*G +i�9*$�66G +*pi�$GG&. $36G� ��' #.*;3 *+$" % �i�$,$.
J*-&�$$OK ;i-&'&. &i6.�' *+$3 $"�i+*;30 � � �*:$*;3 4*4"�"+$.*;3 +*+�O&.-, M" 4*
*+$i/ %;i$$i/�

�� +�39*;3 "&�4i J�����	�� )i�K �*%�L,%3G&. 4"�"&�*�"$3 -'-&";30 4*-6i+*�$*
�'%$�<�G<' %$�<"$$, $"�i+*;'2�

�*%96,$";* �69*�'&; ;"&*+3 +*�6�+$i>"�

2����� )i�

�K �"�"+ "6";"$&i� aij0 Ji� j R �� �� � � � � NK0 ;�&�'#i A �'%$�<�G&. $�/Fi6.>'/
%� ;*+36"; apq0 ,�'/ $�%'��G&. !����	�� 
�
�
	��+ �i+4*�i+$'/ �,+*� ;�&�'#iA %
$*;"�*; p $�%'��O&.-, !����	�� ������+ ��'43-&';*0 M* apq R a��� Z�M* #" $" &��0
&* ;i$,G&. ;i-#,;' 4"�>'/ �,+*� % p1; �,+�*; i 4"�>'/ -&*�4<'� % q1; -&*�4<'�*;0
�i+4*�i+$* 4"�"$3;"�3G<' �*"5i#iO$&' i $"�i+*;i� I$5*�;�#i, 4p* 4"�"$3;"��#iG
%�4�;L,&*�3O&.-,� �$�-6i+*� 4"�"$3;"��#i�H 4"�>'/ �,+*� -&�O 9*6*�$';�

�K �'%$�<"$" $� 4*4"�"+$.*;3 "&�4i 4"�>" �i�$,$$, -'-&";' 4*+i6,G&. $�
apq R a��

x� T c��x� T � � �T c�NxN R d�� JC��K

+" c�j R a�j�a��0 d� R b��a���

 E



CK �'�6G<�G&. $"�i+*;3 %;i$$3 x� % �*:$*9* �i�$,$$, 4*<�&�*�*�H -'-&";'0
4*<'$�G<' % +�39*9*0 >6,2*; �i+$i;�$$, �i�$,$$, �p*�3 �0 4*;$*:"$*9* $� ai�
Ji R �� � � � � NK 4�' �*;4*$"$&i x� 3 �i+4*�i+$*;3 �i�$,$$i�

�i+�'+�G&. 9*6*�$'/ �,+*� i 4"�>'/ -&*�4<'� ;�&�'#i / *&�';3G&. -'-&";3
�i�$,$. �������

������

c��x� T c��x� T � � � T c�NxN R d��
c��x� T c��x� T � � � T c�NxN R d��
c��x� T c��x� T � � � T c�NxN R d��
� � � � � � � � � � � � � � � �
cN�x� T cN�x� T � � �T cNNxN R dN �

JC�EK

+" cij R aij � c�jai�0 di R bi � d�ai�0 i� j R �� C� � � � � N �

DK ��+ ��	� JC�EK �p*�3 C 4*�&*�GG&. *4"��#i�H 44� �AC0 �$�-6i+*� <*9*
+i-&�O;* ��	�0 M* ;i-&'&. $"�i+*;i x�� � � � � xN � ���i 4"�"&�*�"$$, 4�*+*�:3G&.
+*&'0 +*�' $" *+"�:�&. *+$" �i�$,$$, % *+$'; $"�i+*;'; �'96,+3 cNNxNN R dN � "
�i�$,$$, &��*: -&�*pGO 9*6*�$'/ �,+*��

 K �FLO+$3G&. �-i 9*6*�$i �,+�'0 �$�-6i+*� <*9* 3&�*�GO&.-, ��	� % &�'�3&1
$*G ;�&�'#"G0 "��i��6"$&$*G 4*<�&�*�i/�������

������

x� T c��x� T c��x� T � � �T c�NxN R d��
x� T c��x� T � � �T c�NxN R d��

x� T � � �T c�NxN R d��
� � � � � � � � � � � � � � � � �

xN R dN �

JC�!K

� ,�i/0 4*<'$�G<' % +�39*9* �,+��0 %�$36.*��$i "6";"$&'0 �*%&�>*��$i 4i+ 9*6*�$*G
+i�9*$�66G�

;��p�	�� )i�

I% -'-&";' �p*�3  $"�i+*;i x�� x�� � � � � xN �'%$�<�G&.-, 3 %�*p*&$*;3 4*�,+�3
%� 5*�;36�;' (

xN R dN �

xN�� R dN�� � cN���NxN �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

x� R d� � c��x� � c��x� � � � �� c�NxN �

JC���K

�'Fi� %� 9*6*�$'/ $�/Fi6.>*9* %� ;*+36"; "6";"$&3 ;�&�'#i A %�F"%4"<3O
$�/;"$>3 �"6'<'$3 aiq�apq0 $� ,�3 4*;$*:3G&. 9*6*�$'/ �,+*� 3 4�*#"-i
4*-6i+*�$*9* �'�6G<"$$, $"�i+*;'2� "0 3 -�*G <"�930 i-&*&$* %;"$>3O 4*2'F�3
*F<'-6"$.� �2";� O+'$*9* +i6"$$, 4�' �"6'�'2 N 4*&�"F3O � �N��C ��'5;"&'<$'2
*4"��#i/� �"&*+ 7�3--� % �'F*�*; 9*6*�$*9* "6";"$&3 O $�+i/$'/ &� 4�*-&'/0 /*9*
+*-'&. <�-&* �'�*�'-&*�3G&. 3 <'-"6.$'2 �*%��23$��2�

��� !"#

�*%96,$";* &��3 ��	� (����
���

Cx� T x� � x� T �x� R @0
� x� T x� T Cx� � Dx� R ���0
�x� T x� � x� R �0
x� �  x� T Cx� � Cx� R C�

 !



��/Fi6.>';' %� ;*+36"; "6";"$&�;' ;�&�'#iA O a�� &� a��� �-�i6.�'�H2 ;*+36i
�i�$i0 *F"�";*0 $�4�'�6�+0 +�39'/ �,+*� ��	� &� 4"�"-&��';* /*9* % 4"�>';� ';
�'�*$�O;* ��*� �� �*+i6'�>' � *&�';�$*;3 4"�>*;3 J9*6*�$*;3K �,+�3 "6";"$&' $�
a�� R � J��*� �K0 *&�';�O;* ��	������

����
x� � �

�
x� � �

�
x� T �

�
x� R ��

�
0

Cx� T x� � x� T �x� R @ 0
�x� T x� � x� R � 0
x� �  x� T Cx� � Cx� R C �

�'�*$3G<' ��*� C0 �'�6G<';* $"�i+*;3 x��������������
������������

x� � �
�
x� � �

�
x� T �

�
x� R ��

�
0

�
�
x� T �

�
x� � �

�
x� R ��

�
0

�
�
x� T ��

�
x� � ��

�
x� R ���

�
0

���
�
x� T ��

�
x� � ��

�
x� R �

�
�

�'�6G<�G<' % #iO�H ��	� 4"�>'/ �,+*�0 *&�';�O;* ��	� +6, $"�i+*;'2 x�0
x�0 x�� 
 $*�i/ ��	� ;��-';�6.$'; %� ;*+36"; "6";"$&*; O "6";"$& c�� R ��D� �
�"�"-&��6,G<' � #i/ ��	� &�"&i/ &� 4"�>'/ �,+�'0 *&�';�O;* 4i-6, +i6"$$, $� c��
J��*� DK ��	� �������

������

x� � ��
��
x� T ��

��
x� R � �

��
0

Ex� T Dx� � �x� R �@0

�x� T ��x� � �Cx� R ��!0
M* 4i-6, �'�6G<"$$, x� +�O�������

������

x� � ��
��
x� T ��

��
x� R � �

��
0

@x� �  x� R �C0

@x� � �x� R �!�
�-&�$$i +�� �i�$,$$, � #i/ ��	� +�G&.���

��
x� � �

�
x� R ��

�
0

�x� R @�

�*O+$3G<' �-i 9*6*�$i �i�$,$$,0 *&�';�O;* J��*�  K -'-&";3������������
�����������

x� � �
�
x� � �

�
x� T �

�
x� R ��

�
0

x� � ��
��
x� T ��

��
x� R � �

��
0

x� � �
�
x� R ��

�
0

�x� R @�

@�



8�*�*&$'/ 2i+ %� 5*�;36�;' JC���K 4�'�*+'&. +* $�-&34$*9* �*%�L,%�$$,
�'2i+$*�H ��	� ( ����

���
x� R C 0
x� R �0
x� R ��0
x� R ��

��,;*G 4"�"�i��*G 4*<�&�*�*�H ��	� 4"�"�*$3O;*-,0 M* #" �*%�L,%�$$, 4"�"1
&�*�GO �i�$,$$, � &*&*:$*-&i�

���� ���
������ �
1����
'� i ���	����-. ��	
�i

1� �������� �	�
" ����i� 	�1�7�1,����� ��96

�'�*�'-&*�3G<' �*%96,$3&i ;"&*+' �*%�L,%3��$$, ��	� i ���2*�3G<'
5��&*�'%�#iG ;�&�'#i -'-&";' JC��K 3 �'96,+i &�'�3&$'2 ;�&�'#.0 ;*:$� *F<'-6'&'
%$�<"$$, �'%$�<$'�� ;�&�'#i A %� 5*�;36*G

detA R a��a
���
�� � � � a

�N���
NN detP� JC���K

�'$'��G<3 � #.*;3 �'��%i ;�&�'#G P *&�';3O;* 4"�"-&�$*��*G �,+�i�
*+'$'<$*�H ;�&�'#i E� �*;3

detP R
�

� 4�' 4��$i/ �i6.�*-&i k 4"�"-&�$*�*�0
�� 4�' $"4��$i/ �i6.�*-&i k 4"�"-&�$*�*��

JC���K

�-&�&*<$* �'%$�<$'� ;�&�'#i A +*�i�$GO

detA R J��Kka��a����� � � � a
�N���
NN � JC��CK

Z�M* ;�&�'#, A O +i�9*$�6.$*G ;�&�'#"G D0 &* ;�O;*

detA R VdetD � detD�W��� R detD R a��a�� � � � aNN � JC��DK

�F"�$"$� ;�&�'#, A�� �'%$�<�O&.-, � �"%36.&�&i �*%�L,%3��$$, N -'-&";
6i$i/$'2 �i�$,$. �*%;i�*; N ;"&*+*; 7�3--� +6, 4*-6i+*�$*-&i $"�i+*;'2 �"�&*�i�
Xi

AXi R Ei� � � i � N� JC�� K

+" Ei A i1/ -&*�4<'� *+'$'<$*�H ;�&�'#i E�
8+*F3&i �"�&*�' �*%�L,%�$. X�0 X�0 � � � 0 XN 3 -3�34$*-&i 3&�*�GG&. N

-&*�4<'�i� ;�&�'#i A��0 *-�i6.�' AA�� R E�

��!� $���� ����i����
" ����
����

�� 4���&'#i %�-&*-3��$$, 4�,;'2 ;"&*+i� *F;":3O&.-,0 ,� 4���'6*0 �*%;i�*;
M ;�&�'#i -'-&";' A�

I&"��#i/$'/ �
�� ��c�i���	�) 	����&
	� 4*6,9�O � $�-&34$*;3� �4*<�&�3
%�+�O&.-, ,�'/-. +*�i6.$'/ �"�&*� X�0 M* O 4*<�&�*�'; $�F6':"$$,; +* >3��$*9*

@�



�*%�L,%�$$, X�� �*&i; F3+3G&. 4*-6i+*�$i-&. $�F6':"$'2 %$�<"$. fXkg0 k R �� �� � � �0
M* %Fi9�G&.-, +* &*<$*9* �*%�L,%�$$, ��	� X��

���:�G&.0 M* 4*-6i+*�$i-&. �"�&*�i� X�0 X�0 � � �0 Xk0 � � � %Fi9�O&.-, +* �"�&*��
X�0 ,�M* +6, F3+.1,�*9* %$�<"$$, � 
 � i-$3O $�&3��6.$" <'-6* K0 4*<'$�G<' %
,�*9* Jk  KK �'�*$3O&.-, 3;*��

jX� �Xkj � �� JC��@K

	69*�'&; ;"&*+3 -�6�+�O&.-, % &��'2 �p*�i��

�� �2i+$3 -'-&";3 JC�CK �'96,+3 AX R B �*%�L,%3G&. �i+$*-$* $"�i+*;'2
x�� x�� � � � � xN 0 &*F&* 4�'�*+,&. +* �'96,+3������������

�����������

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
xN R cN�x� T cN�x� T cN�x� T � � �T cNNxN T dN �

JC���K

���" 4"�"&�*�"$$, %��:+' ;*:6'�"0 ,�M* detA �R �0 i ;*:" F3&' �'�*$�$"
�i%$';' -4*-*F�;'�

�� 8�+�G&. 4*<�&�*�" $�F6':"$$, X� R Jx��� � � � � x
�
NK� �*<� 4*<�&�*�'/ �"�&*�

X� ;*:" F3&' �'F��$'/ +*�i6.$*0 $"*F2i+$* �'�*�'-&*�3��&' �-G $�,�$3 �4�i*�$3
i$5*�;�#iG 4p* -'-&";3 JC�CK0 M*F +iF��$'/ X� �*%;i-&'�-, ,�*;*9� F6'%.�* +*
i-&'$$*9* �*%�L,%�$$, X� ��	��

C� 8� %�+�$'; �"�&*�*; X� *F<'-6GG&. �"�&*� X�0 �'�*�'-&*�3G<' 5*�;36'

������������
�����������

x�� R c��x
�
� T c��x

�
� T c��x

�
� T � � � T c�Nx

�
N T d��

x�� R c��x
�
� T c��x

�
� T c��x

�
� T � � � T c�Nx

�
N T d��

x�� R c��x
�
� T c��x

�
� T c��x

�
� T � � � T c�Nx

�
N T d��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
x�N R cN�x

�
� T cN�x

�
� T cN�x

�
� T � � �T cNNx

�
N T dN �

JC��EK

D� �*<�&�*�'/ �"�&*� X� %�;i$GG&. �"�&*�*; X� i *F<'-6GG&. +p39"
$�F6':"$$, A �"�&*� X�� 
 %�9�6.$*;3 �'4�+�3 JkT�K1i $�F6':"$$, �'%$�<�G&. %�
5*�;36�;'

������������
�����������

xk��
� R c��x

k
� T c��x

k
� T c��x

k
� T � � � T c�Nx

k
N T d��

xk��
� R c��x

k
� T c��x

k
� T c��x

k
� T � � � T c�Nx

k
N T d��

xk��
� R c��x

k
� T c��x

k
� T c��x

k
� T � � � T c�Nx

k
N T d��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
xk��
N R cN�x

k
� T cN�x

k
� T cN�x

k
� T � � �T cNNx

k
N T dN �

JC��!K

@�



�4'-�$'/ � 4� D 4�*#"- 4�*+*�:3G&. +*&'0 +*�' �-i xk��
j $" -&�$3&. F6'%.�';'

+* xkj 0 j R �� �� � � � � N � I&"��#i�H 4�'4'$,G&.0 �*6' �'�*$3O&.-, 3;*��

max
j
jxk��

j � xkj j � �� j R �� �� � � � � N� JC���K

+" � A +",�" %�+�$" +*+�&$O <'-6* J&*<$i-&. *F<'-6"$.K�
8Fi:$i-&. i&"��#i/$*9* 4�*#"-3 2����&"�'%3O&.-, &��*G 3;*�*G� �2i+$3 ��	�

JC�CK AX R B 4�'�*+,&. +* �'96,+3

Xk�� R CXk TD� JC���K

+" C R E � q��A0 D R q��BU q A +",�� -&�6�0 M* �'�*p'-&*�3O&.-, � �69*�'&;i�
Z�M* -3;� ;*+36i� "6";"$&i� �,+�i� �F* -3;� ;*+36i� "6";"$&i� -&*�4<'�i�

;"$>" *+'$'#i (
NX
j��

jcijj � �� i R �� �� � � � � N JC���aK

�F*
NX
i��

jcijj � �� j R �� �� � � � � N� JC���bK

&* i&"��#i/$'/ 4�*#"- +6, +�$*�H -'-&";' %Fi9�O&.-, +* O+'$*9* �*%�L,%�$$, $"%�6":$*
�i+ �'F*�3 4*<�&�*�*9* �"�&*��� P�'+�i-&. %Fi:$*-&i0 &*F&* �i6.�i-&. i&"��#i/0
$"*F2i+$'2 +6, %$�2*:+"$$, �*%�L,%�$$, 4*<�&�*�*�H ��	P %9i+$* % 3;*�*G JC���K0
%�6":'&. �i+ �'�*$�$$, $"�i�$*-&"/ JC���K�

�*<� 4���;"&� q � �69*�'&;i JC���K ;*:" F3&' +*�i6.$';0 &i6.�' F �'�*$3��6'-.
3;*�' %Fi:$*-&i JC���K0 �6" % ;*:6'�'2 %$�<"$. 4���;"&�� q $"*F2i+$* %34'$'&'-,
$� &*;3 %$�<"$$i0 ,�" $�+�O ;i$i;3; 6i�i/ <�-&'$i � JC���K�

��� !"#
�'-&";3 �i�$,$. �������

������

Ex� T x� T x� R �@0

x� T  x� � x� R �0

x� � x� T  x� R �
4�'�"+";* +* �'96,+3 JC���K�������

������

x� R ��� �� x� � �� �� x� T C� � �0

x� R ��� ���x� T �� ���x� T �� D��0

x� R ��� ���x� T �� ���x� T �� D���


;*�� 9���$&*��$*�H %Fi:$*-&i +6, #iO�H ��	� �'�*$�$�0 *-�i6.�'

jc��jT jc��jT jc��j R �� D�� � �U

jc��jT jc��jT jc��j R �� C� � �U

jc��jT jc��jT jc��j R �� C� � ��

@C



�F"�";* 4*<�&�*�'/ �"�&*� �i�$'; X� R J�� �� �K� Z�i-&. �*%�L,%�$$, F3+";*
2����&"�'%3��&' %� +*4*;*9*G �"6'<'$'

�k R max
j
jxk��

j � xkj j� j R �� �� C

J;*:6'�i / i$>i ��'&"�i�H ,�*-&i �*%�L,%�$$,K
�*+i0 4*-6i+*�$* �'�*$3G<' i&"��#i/$'/ 4�*#"-0 *&�';�O;* �*%�L,%*� X� R

JC� �� �K % &*<$i-&G �k R  � ����0 �"6'<'$� ,�*�H +*-,9$3&� %� k R �� ��*�i��

��#� $���� 2������ 	�1�7�1���� ��96

"/ ;"&*+ �*%�L,%�$$, ��	� O ;*+'5i��#iOG ;"&*+3 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.�


 �
��i ;
��
�� 4�' *F<'-6"$$i Jk T �K19* $�F6':"$$, $"�i+*;*9* X R
Jxk��

j 0 � � �0 xk��
N K �p�2*�3G&. �:" %$�/+"$i JkT�K1i $�F6':"$$, $"�i+*;'2 xk��

� 0 xk��
� 0

� � � 0 xk��
j�� �
�"2�/ +�$* ��	������������������

����������������

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��

x� R c��x� T c��x� T c��x� T � � � T c�NxN T d��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

xN R cN�x� T cN�x� T cN�x� T � � �T cNNxN T dN �

���:�G<'0 M* k1" $�F6':"$$, �"�&*�� X �:" �i+*;"0 ;"&*+*; 8"/+"6, F3+3O;*
Jk T �K1" $�F6':"$$, >3��$*9* �"�&*�� X %� &��';' 5*�;36�;' (���������������������

��������������������

xk��
� R

NP
j��

c�jx
k
j T d��

xk��
� R c��x

k��
� T

NP
j��

c�jx
k
j T d��

xk��
� R c��x

k��
� T c��x

k��
� T

NP
j��

c�jx
k
j T d��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

xk��
N R

N��P
j��

cNjx
k��
j T cNNx

k
N T dN �

JC��CK

��*#"- 8"/+"6, X R CX TD0 ,� i 4�*#"- 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.0 %Fi9�O&.-,0
,�M* F3+.1,�� % $*�; ;�&�'#i C ;"$>� %� *+'$'#G0 &*F&* (

k C k� R max
j

NX
i��

jcijj � �� JC��D� aK

@D



�F*

k C k� R max
i

NX
j��

jcijj � �� JC��D� bK

�F*

k C k� R

�
� NX
i�j��

jcijj
�
A���

� �� JC��D� cK

��*#"- 8"/+"6, %Fi9�O&.-, +* O+'$*9* �*%�L,%�$$, >�'+>" 4�*-&*9* 4�*#"-3
4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.�

��� !"#
�*%96,$";* ��	�0 ,�3 F36* �*%�L,%�$* � 4*4"�"+$.*;3 4�'�6�+i ;"&*+*;

4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.� 8�4'>";* �H�H 3 $��"+"$*;3 �'96,+i�������
������

x� R ��� �� x� � �� �� x� T C� � �0

x� R ��� ���x� T �� ���x� T �� D��0

x� R ��� ���x� T �� ���x� T �� D���

�F'��G<'0 ,� i �'M"0 %$�<"$$, 4*<�&�*�*9* �"�&*�� X� R J�� �� �K0 *&�';�O;*
4*-6i+*�$* ��������

�������

xk��
� R � �� �� xk� � �� �� xk� T C� � �0

xk��
� R ��� ���xk��

� T �� ���xk� T �� D��0

xk��
� R ��� ���xk��

� T �� ���xk��
� T ��D���

�*+i0 4*-6i+*�$* �'�*�'-&*�3G<' i&"��#i/$'/ 4�*#"- +6, ��'&"�iG ,�*-&i

�k R max
j
jxk��

j � xkj j� j R �� �� C�

*&�';�O;* $�-&34$i �"%36.&�&' JY� A %$�<"$$, ��'&"�iG �k0 M* %$�/+"$" ;"&*+*;
4*-6i+*�$'2 $�F6':"$.U Y� A &" : -�;" %$�<"$$,0 M* %$�/+"$" ;"&*+*; 8"/+"6,K (

k R � Y� R �� � ��� Y� R �� !����

k R � Y� R �� ����� Y� R �� ���� 

k R C Y� R �� �ED�� Y� R �� �CECD

k R D Y� R �� �C�C� Y� R �� ��D@�

k R  Y� R �� ����@ Y� R �� ���@D

k R @ Y� R �� ��C @ Y� R �� ����E

k R � Y� R �� ����C Y� R �� �����

k R E Y� R �� ���D� Y� R �� �����

k R ! Y� R �� ����D Y� R �� �����

k R �� Y� R �� ���� Y� R �� �����

@ 



8 #'2 �"%36.&�&i� ;*:$� F�<'&'0 M* &*<$i-&. �k R  � ����0 ,�� *&�';�$�
;"&*+*; 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$. %� k R �� ��*�i�0 %+*F3��O&.-, ;"&*+*; 8"/+"6, %�
k R � ��*�i�� �*%�L,%*� ��	� +*�i�$GO X� R JC� �� �K�

�5"�&'�$i-&. i&"��#i/$'2 ;"&*+i� +3:" %�6":'&. �i+ �'F*�3 4*<�&�*�*9*
%$�<"$$, �"�&*�� X��

��%� *�	i������ ����i� 1��"������� 	�1�7�1', ��96

�'Fi� 3 �*:$*;3 *�p";*;3 �'4�+�3 �*$��"&$*9* ;"&*+3 �*%�L,%�$$, -'-&";'
6i$i/$'2 �69"F���H<$'2 �i�$,$. �'%$�<�O&.-, F�9�&.;� 5��&*��;' ( *-*F6'�*-&,;'
;�&�'#i �*"5i#iO$&i� i 4*�,+�*; -'-&";'0 >�'+�*+iOG0 +*-&34$'; *F-,9*; 4�;L,&i
�*;4LG&"�� &� i$�

�"&*+ ���;"�� %�-&*-*�3O&.-, +6, ��	� �*%;i�*; N R �0 C0 D� ��/<�-&i>"
/*9* �'�*p'-&*�3G&. F"%4*-"�"+$.* 4�' *F<'-6"$$i ���3<$3��

�"&*+ 7�3--� O *+$'; i% $�/Fi6.> 3$i�"�-�6.$'2 &� "5"�&'�$'2 4�'
�*%�L,%3��$$i ��	��

�'�*�'-&�$$, /*9* +*#i6.$* +6, 6i$i/$'2 -'-&"; %�9�6.$*9* �'96,+3 %i Mi6.$*
%�4*�$"$*G ;�&�'#"G �*"5i#iO$&i�� �i6.�i-&. �'�*$�$'2 ��'5;"&'<$'2 *4"��#i/
4�' �*%�L,%�$$i ;"&*+*; 7�3--� � %�9�6.$*;3 �'4�+�3 -&�$*�'&. 4�'F6'%$* �N��C�
��/<�-&i>" /*9* �'�*p'-&*�3G&. 4�' %$�2*+:"$$i �*%�L,%�$$i ��	� �*%;i�*;
N  D�

��' �*%�L,%�$$i ��	� �'-*�*9* 4*�,+�3 J� -�;� �*$� ;i-&'&. �*%�i+:"$3
;�&�'#G �*"5i#iO$&i�K0 �*6' N ;*:" -,9�&' ��� i �'M"0 $�/Fi6.> "5"�&'�$';
O �'�*�'-&�$$, i&"��#i/$'2 ;"&*+i�� 
 �*%�i+:"$'2 ;�&�'#. Fi6.>i-&. "6";"$&i�
+*�i�$GO $36G� � 4�;L,&i �*;4LG&"�� %F"�i9�G&.-, &i6.�' $"$36.*�i "6";"$&' &��'2
;�&�'#.� �� �i+;i$3 �i+ ;"&*+3 7�3--� 4*2'F�' *��396"$$, � i&"��#i/$'2 ;"&*+�2
4*%$�<�G&.-, i-&*&$* ;"$>"0 *-�i6.�' $"&*<$" $�F6':"$$, ;*:$� �*%96,+�&' ,�
$*�'/ 4*<�&�*�'/ �"�&*��

I&"��#i/$i ;"&*+' 4*&�"F3G&. �'�*$�$$, *+$*;�$i&$'2 *4"��#i/0 M* 4*�&*1
�GG&.-,0 i &*;3 %�3<$i 4�' 4�*9��;3��$$i�

��(� I��	��i��� ,�������� 	�1�7�1', ��96

Z�M* �"�6.$* *&�';�$'/ �*%�L,%*� *F3;*�6"$'/ *F<'-6G��6.$*G 4*2'F�*G0 &*
F3+" %$�/+"$* 6'>" $�F6':"$'/ �*%�L,%*� -'-&";'0 ,�'/ $"*F2i+$* 3&*<$'&'� �"2�/
X A &*<$'/ �*%�L,%*�0 &*+i 4*2'F�� �*%�L,%�3 � R X � X� %�+*�*6.$,O -'-&";i
�i�$,$. �

A� R r�
r R B � AX��

JC�� K

+" X� A �*%�L,%�$$, -'-&";' JC�CK0 ,�'/ %$�/+"$* %��+,�' �'�*�'-&�$$G *+$*9* %
4�,;'2 ;"&*+i��

�*%�L,%*� -'-&";' JC�CK &'; :" 4�,;'; ;"&*+*; % 4*+�i/$*G &*<$i-&G
4�'�*+'&. +* 3&*<$"$$, X� R X� T �� Z�M* &*<$i-&. $*�*9* $�F6':"$$, O

@@



$"%�+*�i6.$*G0 &* 3&*<$GO&.-, *&�';�$" �*%�L,%�$$, X� +*&'0 +*�' �"�&*� 4*4���*�
� $" -&�$" +*�i�$G��&' $36G i% %�+�$*G &*<$i-&G�

���)� 2��"������� �����
" �
��� i ��'��	i� ��	
�i

�"$36.*�'/ �"�&*� X R Jx�� x�� � � � � xNK $�%'��O&.-, ����	�� �
����� %
�i+4*�i+$'; /*;3 ����	��  ����� � ;�&�'#i A �*%;i�*; JN �NK0 ,�M* ;�O ;i-#"
-4i��i+$*>"$$,

AX R �X� JC��@K


 �*:$i/ ;�&�'#i �*%;i�*; JN � NK O J% 3��23��$$,; ���&$*-&iK N �6�-$'2
<'-"6� �6, %$�2*+:"$$, �6�-$'2 <'-"6 �*%96,$";* �'��% JC��@K ,� �i�$,$$, �i+$*-$*
%;i$$*�H �

JA� �EKX R ��

���� ��	� O *+$*�i+$*G� �6, i-$3��$$, $"&�'�i�6.$'2 J$"$36.*�'2K �*%�L,%�i�
*+$*�i+$*�H ��	� $"*F2i+$*0 M*F �'%$�<$'� #iO�H -'-&";' +*�i�$G��� $36G0 &*F&*

detJA� �EK R �� JC���K


 �*%9*�$3&*;3 �'96,+i #" �i�$,$$, &��" (

PNJ�K � detJA� �EK R JC��EK

R �N � p��
N�� T p��

N�� T � � �T J��KN��pN���T J��KNpN R ��

��9�&*<6"$ JC��EK $�%'��O&.-, )����
���� 	�� ��!�� �
	�� PNJ�K %�+�$*�H
;�&�'#i A� �*�"$i #.*9* F�9�&*<6"$� ;*:3&. F3&' ,� +i/-$';'0 &�� i �*;46"�-$';'0
�*$' i O �6�-$';' <'-6�;'� ��Fi� �6�-$'2 <'-"6 J��� ��� ��� � � � � �NK 3&�*�GO ��
��
�����i A�

���";i �'4�+�' 2����&"�'-&'<$*9* F�9�&*<6"$� $�-&34$i (

,�M* N R �0

P�J�K R �� � � Ja�� T a��K T Ja��a�� � a��a��K U

,�M* N R C0

P�J�K R �� � �� Ja�� T a�� T a��KT

T� Ja��a�� � a��a�� T a��a�� � a��a�� T a��a�� � a��a��K�
� Ja��a��a�� T a��a��a�� T a��a��a�� � a��a��a�� � a��a��a�� � a��a��a��K�

�*:$� ���+��&$� ;�&�'#, �*%;i�*; N � N 2����&"�'%3O&.-, $�F*�*; %
N i	���i�	i�� "/ $�Fi� ;*:$� �'F��&' 4*1�i%$*;3� ��4�'�6�+0 �*"5i#iO$&'
p�� p�� p�� � � � � pN 2����&"�'-&'<$*9* 4*6i$*;3 JC��EK PNJ�K ;�&�'#i A 3&�*�GG&. &�1
�'/ $�Fi�� 
 -�*G <"�930 /*;3 ;*:$� 4*-&��'&' 3 �i+4*�i+$i-&. $�Fi� �6�-$'2 <'-"6
��� ��� ��� � � � � �N � �*-6i+*�$i-&. -';"&�'<$'2 �*;Fi$�#i/0 M* F�%3G&.-, $� �6�-$'2
<'-6�2 ��� ��� ��� � � � � �N ;�&�'#i A0 &��*: 3&�*�GO $�Fi� i$���i�$&i�� ��4�'�6�+0 +6,

@�



�'%$�<$'�� detJAK i -3;' +i�9*$�6.$'2 "6";"$&i� SpJAK ;�&�'#i A ;�G&. ;i-#"
�i�$*-&i (

NY
n��

�n � detJAK R J��KNpN � JC��!K

NX
n��

�n � SpJAK R p�� JC�C�K

,�i %�3<$* �'�*�'-&*�3��&' +6, 4"�"�i��' 4���'6.$*-&i %$�/+"$*9* -4"�&���
8�+�<� �'%$�<"$$, -4"�&�� �6�-$'2 <'-"6 ;�&�'#i A &��'; <'$*; "��i��6"$&$�

%�+�<i %$�2*+:"$$, $�F*�3 $36i� 2����&"�'-&'<$*9* F�9�&*<6"$�0 &*F&* %$�2*+:"$$,
�-i2 �*�"$i� �i�$,$$, N 19* -&"4"$,

PNJ�K R �� JC�C�K


 �,+i %�+�< $"*F2i+$* %$�/&' ;��-';�6.$" %� ;*+36"; �6�-$" %$�<"$$, �max

%�+�$*�H ;�&�'#i A� I&"��#i/$� 4�*#"+3�� �*%�L,%3��$$, #iO�H %�+�<i &����
�� �'F'��G&. 4*<�&�*�'/ �"�&*� X� �*%;i�*; N 0 %$�<"$$, ;��-';�6.$*9* %�

;*+36"; "6";"$&3 ,�*9* +*�i�$GO *+'$'#i0 i %�+�G&. &*<$i-&. *F<'-6"$$, ��
�� 
 #'�6i %� $*;"�*; i&"��#i/ k R �� �� � � � *F<'-6GG&. �"�&*� �*%;i�*; N

Yk R AXk��� JC�C�K

C� �"�"+ �*;4*$"$& �"�&*�� Yk %$�2*+,&. ;��-';�6.$'/ %� ;*+36";

�k R max Jyk��� yk��� � � � � yk�NK � JC�CCK

4i-6, <*9* *+"�:3G&. �"�&*� Xk %� 5*�;36*G

Xk R ���k Yk� JC�CDK

D� Z�M* +6, �"�&*�� Xk �'�*$3O&.-, 3;*��

jxk�j � xk���jj � �� j R �� �� � � � � N� JC�C K

&* 4�*#"+3�� 4�'4'$,O&.-,� 
 4�*&'6":$*;3 �'4�+�3 i&"��#i�H 4�*+*�:3G&.�
Z�M* i&"��#i/$'/ 4�*#"- %Fi9�O&.-,0 &* 4*-6i+*�$i-&. ��0 ��0 � � � 0 �k %Fi9�O&.-,

+* $�/Fi6.>*9* �6�-$*9* %$�<"$$, �max� ��' #.*;3 4*-6i+*�$i-&. $*�;*��$'2
�"�&*�i� X�0 X�0 � � � 0 Xk %Fi9�O&.-, +* �6�-$*9* �"�&*��0 M* �i+4*�i+�O �6�-$*;3
<'-63 �max�

	$�6*9i<$* ;*:$� %$�/&' $�/;"$.>" %� ;*+36"; �6�-$" <'-6* �min� �6, #.*9*
�2i+$3 -'-&";3 JC��@K 4*;$*:3G&. $� %�*�*&$3 ;�&�'#G B R A��� �*+i +i-&�$";*

BX R �X� � R ���� � �R �� JC�C@K

�*%�L,%��>' #G %�+�<3 $� �6�-$i %$�<"$$, i&"��#i/$'; ;"&*+*;0 %$�/+";*
$�/Fi6.>" �6�-$" <'-6* �max ;�&�'#i B0 %� ,�'; %$�2*+';* $�/;"$>" �6�-$" <'-6*
;�&�'#i A

�min R ���max� JC�C�K

@E



����� 8
������ �
1������� /,�'�i-. �i� ��	
�i


 ;�&";�&'<$'2 ;*+"6,2 F�9�&.*2 5i%'<$'20 &"2$i<$'20 "�*$*;i<$'2 4�*#"-i�
�'$'��O 4*&�"F� <'-"6.$*9* �'%$�<"$$, %�+�$*�H 53$�#i�H �i+ ���+��&$*�H ;�&�'#i�

��"+";* ���+��&$3 ;�&�'#G &� 4*-&��';* %�+�<3 4*F3+*�' <'-"6.$*9* �69*1
�'&;30 ,�'/ +*%�*6'&. %� %�+�$*G ;�&�'#"G A %$�2*+'&' ;�&�'#G B R fJAK0
+" fJxK A +",�� �'%$�<"$� 53$�#i, -��6,�$*9* ��93;"$&3 x� �*%96,$";* +",�i &'4'
&��*9* �69*�'&;3�

�� /-*$# �$% !"#"))( & 1*-0-)-&�4 �(#
�6, %$�<$*�H �i6.�*-&i 53$�#i/ �i+*;* �H2 4*+�$$, 3 �'96,+i -&"4"$"�*9* �,+30

$�4�'�6�+ �*%�6�+�$$, � �,+ �"/6*��� i 5*�;36' ;*:3&. F3&' �'�*�'-&�$i +6,
*F<'-6"$$, �i+4*�i+$'2 53$�#i/ �i+ %�+�$*�H ;�&�'#i A�

��4�'�6�+ (

expJAK R
�X
n��

An

n X
�

sinJAK R
�X
n��

J��Kn A�n��

J�nT �K X
�

�F'��G<' � #'2 5*�;36�2 %$�<"$$, �"�2$.*�H ;":i -3;3��$$, 5i�-*��$'; &�
�i�$'; <*&'�.*; �F* 4L,&'0 +i-&�O;* (

expJAK R E T AT
�
�
A� T

�
@
A� T

�
�D
A� T

�
���

A�U JC�CEK

sinJAK R A� �
@
A� T

�
���

A� � �
 �D�

A�� JC�C!K

&3& E A *+'$'<$� ;�&�'#, &��*9* : �*%;i�30 M* i ;�&�'#, A�
�'�*�'-&�$$, �69*�'&;i�0 M* 9�3$&3G&.-, $� 5*�;36�2 &��*9* &'430 ;�O &��i

: -�;i *F;":"$$,0 M* i � -��6,�$*;3 �'4�+�3 J$"*F2i+$* F��&' �i6.�i-&. +*+�$�i�0
M* %�F"%4"<3G&. %�+�$3 &*<$i-&. *F<'-6"$$, 53$�#i�HKU 3 ;�&�'<$*;3 �'4�+�3 #i
*F;":"$$, -&*-3G&.-, �*:$*9* �6�-$*9* <'-6��

��� !"#
�"2�/ ;�&�'#, A +*�i�$GO

A R
	
�� � ��  
�� C �� �



�

8� 5*�;36*G JC�CEK +* ���+��&'<$*9* <6"$� *+"�:';*

expJAK R E T AT
�
�
A� R

R
	
�� � �� �
�� � �� �



T
	
�� � ��  
�� C �� �



T

�
�

	
�� � ��  
�� C �� �



�
	
�� � ��  
�� C �� �



R

	
��  � �� � 
�� �  � �E



�


��23��$$, +*+�$�� �
�
A� +�O

expJAK R
	
�� ED� �� ED@
�� ��E @�  CC



�

@!



8 3��23��$$,; �
��
A� %+*F3+";*

expJAK R
	
�� ! C �� ���
�� C�@ �� C��



�

�i6.�' 3��23��$$, +*+�$�� �
���

A�

expJAK R
	
�� !! �� C��
�� C!� �� @C�




+�O �"%36.&�&0 ,�'/ %�+*�i6.$* 4*9*+:3O&.-, % &*<$'; %$�<"$$,; ;�&�'<$*�H "�-4*1
$"$&'

expJAK R
	
C� �� �� C!C
�� DC@ �� E��



�

�� /-*$# #�$.$&$7�"3i$)"!5)$8$ )".!�9-))(
8$�<"$$, F�9�&.*2 53$�#i/ -��6,�$*9* ��93;"$&3 ;*:$� +i-&�&' %� +*4*;*1

9*G �H2 4*+�$$, 3 �'96,+i �i+4*�i+$*9* �������'���i�	���	�!� 	����&
		�� �6, �*%1
4*�-G+:"$'2 53$�#i/0 &��'2 ,� exp0 sin0 cos0 ln0 tg i F�9�&.*2 i$>'20 i-$3O �"6'��
�i6.�i-&. &��'2 4*+�$.0 M* ;�G&. �i%$'/ -&"4i$. &*<$*-&i� �"�"2*+,<' �i+ -��6,�$*1
9* ��93;"$&3 +* ;�&�'<$*9*0 %�4'>";* +6, "�-4*$"$#i/$*�H 53$�#i�H +"�i6.�� +�*F*�*1
��#i*$�6.$'2 $�F6':"$. % +"+�6i Fi6.>*G &*<$i-&G (

expJAK R J�E � AK��J�E T AK�

expJAK R J��E � @AT A�K��J��E T @AT A�K�

expJAK R J���E � @�AT ��A� � A�K��J���E T @�AT ��A� T A�K�

JC�D�K

8 �'�*�'-&�$$,; F�9�&*<6"$i� +"+�6i Fi6.> �'-*�'2 -&"4"$i� ;*:$� %�F"%4"<'&'
F3+.1,�3 $�4"�"+ %�+�$3 &*<$i-&.� ��' #.*;30 *+$��0 $"*F2i+$*0 M*F 3-i �*;4*$"$&'
f�ng -4"�&�� ;�&�'#i A F36' 6*��6i%*��$i � *+'$'<$*;3 �*6i ( j�nj � �0
n R �� �� � � � � N �

��� !"#
�6, ;�&�'#i A

A R
	
�� � ��  
�� C �� �



4*-6i+*�$* ;�O;* %� 5*�;36�;' JC�D�K (

expJAK R
	��� � ��C� C
�E� � ���� �



U

expJAK R
	
�� !D! �� � �
�� �!� �� �D!



U

expJAK R
	
C� ��� �� D��
�� DD� �� E�!



�

�*�i�$GG<' #i ;�&�'#i % �'M"$��"+"$'; &*<$'; %$�<"$$,; ;�&�'<$*�H "�-4*1
$"$&' expJAK0 ;*:$� %�*F'&' �'-$*�*� 4�* $"�"6'�3 *+"�:�$3 &*<$i-&.0 *-�i6.�' �*1
$� %�F"%4"<"$� 6'>" 4"�>*G %$�<3M*G #'5�*G� ���'/ �'-$*�*� 4*�L,%�$'/ % &';0

��



M* ;�&�'#, A0 ,�� �*%96,+�O&.-,0 ;�O �6�-$i <'-6� ��� ��0 *+$" % ,�'2 4"�"�'M3O
*+'$'#G�

�� 	.:�1!-))( +;) 3i<= &i# ,"*��3i %� +*4*;*9*G i	
������i�	��� �������
(�!��	&�'-i���
���

��Fi� �6�-$'2 %$�<"$. f�gA ���+��&$*�H ;�&�'#i A 4*�,+�3 N %Fi9�O&.-, %
$�F*�*; �*�"$i� �69"F���H<$*9* �i�$,$$, N 19* -&"4"$,

PAJ�K R detJA� �EK R �� JC�D�K


 -�*G <"�930 ,�M* ;�&�'#i A �i+4*�i+�O 2����&"�'-&'<$'/ F�9�&*<6"$ PAJ�K0
&* ;�O ;i-#" 
��
�� ���i���	�'/
�i0 %9i+$* % ,�*G

PAJAK R �� JC�D�K

&*F&* ��&	� ������	� ������ ��������	�4 ���4�� ����	��� )����
���� 	���
�i�	�		$�

�*;3 F�9�&*<6"$ PAJAK $�%'��G&. �	��$$ �� ���i	���� �i+$*-$* +* ;�&�'#i
A0 *-�i6.�' �"%36.&�&*; � JC�D�K O $36.*�� ;�&�'#,�

" +*%�*6,O �*:$'/ #i6*<'-"6.$'/ -&"4i$. AN ;�&�'#i A 4*+�&' 3 �'96,+i
6i$i/$*�H �*;Fi$�#i�H �i+ �H�H $"�i+LO;$'2 -&"4"$i� +* JN � �K1�H ��6G<$*�

�'; -�;'; -&�O ;*:6'�'; i �*:$3 �$�6i&'<$3 53$�#iG �i+ ;�&�'#i A J&*F&*
53$�#iG0 ,�3 ;*:$� 4*+�&' 3 �'96,+i0 ;*:6'�*0 $"-�i$<"$*�H �*;Fi$�#i�H $"�i+LO;$'2
-&"4"$i� -�*9* ��93;"$&3K *F<'-6'&' &��'; -�;'; -4*-*F*;�

Z�M* J,� #" i F36* �'M"K 4*%$�<'&' $�Fi� �*"5i#iO$&i� 2����&"�'-&'<$*9*
F�9�&*<6"$� ;�&�'#i A <"�"% fpg0 &*F&*

PAJ�K R
NX
n��

pn�
n� JC�DCK

&* ;*:$� %�4'-�&'

PAJAK R
NX
n��

pnA
n R �� JC�DDK

�3& &��*: �"%36.&�&*; O $36.*�� ;�&�'#,0 � A� R E�
�'+i6'�>' � #.*;3 �'��%i -&��>'/ -&"4i$. ;�&�'#i0 +i-&�$";* % 3��23��$$,;

&*9*0 M* pN R �0

AN R �
N��X
n��

pnA
n JC�D K

i �$�6*9i<$* +6, Fi6.> �'-*�'2 -&"4"$i��
���'; <'$*;0 �*:$'/ $�&3��6.$'/ -&"4i$.M ;�&�'#iA0 +"M  N 0 O 6i$i/$*G

�*;Fi$�#iOG $�F*�3 -&"4"$i� A�0 A�0 A�0 � � � 0 AN���
Z�M* 4�' #.*;3 detJAK �R �0 &* 4i-6, 4"�"-&�$*��' +*+�$�i� &� 4*;$*:"$$,

$� A�� +i-&�$";* %�3<$'/ +6, *F<'-6"$. �'��% +6, *F"�$"$*�H ;�&�'#i

A�� R � �
a�

NX
n��

pnA
n� JC�D@K

��



"/ �'��% &��*: ;*:$� 4*;$*:'&' $� A�� i +i-&�&' A�� i &� +� 
;*��
detJAK �R � *%$�<�O0 M* 3 -4"�&�i ;�&�'#i A �i+-3&$i $36.*�i �*;4*$"$&'� �6, &��'2
	
�����&
	�) ;�&�'#. F3+.1,�i $�&3��6.$i -&"4"$i O 6i$i/$*G �*;Fi$�#iOG $�F*�3
-&"4"$i� A�� A�� A�� � � � � AN��� " *%$�<�O0 M* ;*:$� %$�/&' �*:$3 53$�#iG fJxK
�i+ ;�&�'#i A0 ,�M* #G 53$�#iG ;*:$� 4*+�&' 3 �'96,+i �*;Fi$�#i�H $�&3��6.$'2
-&"4"$i� -�*9* ��93;"$&3 x�

Z�M* �-i �6�-$i <'-6� ;�&�'#i A �i%$i0 &* %�+�$3 ;�&�'<$3 53$�#iG B R fJAK
;*:$� *F<'-6'&' %� +*4*;*9*G i	
������i�	��� ������� (�!��	&�'-i���
���

fJAK R
NX
n��

fJ�nK
NY

j��� j ��n

A� �jE

�n � �j
� JC�D�K

I$&"�4*6,#i/$� 5*�;36� ��9��$:�A�i6.�"-&�� +*%�*6,O %$�/&' &*<$" %$�<"$$,
%�+�$*�H 53$�#i�H �i+ ;�&�'#i0 ,�M* 53$�#i, fJxK �'%$�<"$� $� -4"�&�i f�gA ;�&�'#i
A� 	6" +6, &*9*0 M*F �H�H ;*:$� F36* �'�*�'-&*�3��&'0 $"*F2i+$* %$�/&' 3�"-. $�Fi�
i% N �i%$'2 �6�-$'2 <'-"6 %�+�$*�H ;�&�'#i A�

��� !"#
Z� i �'M"0 �*%96,$";* ;�&�'#G

A R
	
�� ��� ��  ��
�� C�� �� ���



�

�6, #iO�H ;�&�'#i 4*6i$*; PAJ�K ;�O $�-&34$'/ �'96,+ (

PAJ�K R detJA� �EK R �� � C� ����T �� E ��

�*%�L,%3G<' �i�$,$$, PAJ�K R �0 %$�2*+';* +�� �6�-$i <'-6� ;�&�'#i A

�� R �� �C�� �� R �� E@E�

�*+i %� i$&"�4*6,#i/$*G 5*�;36*G JC�D�K *+"�:';*

expJAK R expJ��K � A� ��E

�� � ��
T expJ��K � A� ��E

�� � ��
R

R
expJ�� �C�K

�� �@ 

	
�� �C� ��  ��
�� C�� �� �C�



T

expJ�� E@EK
��� �@ 

	��� �C� ��  ��
�� C�� ��� �C�



�

M* 4i-6, *F<'-6"$. +�O

exp
	
�� ��� ��  ��
�� C�� �� ���



R

	
C� �� �� C!C
�� DC@ �� E��



�

�6, 4"�"�i��' #.*9* �"%36.&�&3 -�*�'-&�O;*-, �i+*;'; -4i��i+$*>"$$,;
lnJexpJzKK R z0 *-�i6.�' $�&3��6.$'/ 6*9��'5; O 53$�#i,0 %�*�*&$� +* "�-4*$"$1
&'� �*%$�<�G<' B R expJAK0 % �'��%3 JC�D�K *&�';3O;*

lnJBK R lnJ��K � B � ��E

�� � ��
T lnJ��K � B � ��E

�� � ��
�

��



+" �� &� �� A �6�-$i <'-6� ;�&�'#i B0 +* &*9* : ��� � R expJ��� �K�
�*$' �'%$�<�G&.-, �i�$,$$,;

detJB � �EK R �� � ��� E��� T ��� �E� R �

i +*�i�$GG&.( �� R E� DC 0 �� R �� CE��
�*;3

lnJBK R
lnJE� DC K
@� �  

�
	
�� @CD �� C!C
�� DC@  � D��



T

lnJ�� CE�K
�@� �  �

	� � D�� �� C!C
�� DC@ ��� @CD



�

�i-6, *F<'-6"$. *&�';3O;*

lnJBK R
	
�� ��� ��  ��
�� C�� �� ���



�

M* %Fi9�O&.-, % �'2i+$*G ;�&�'#"G A�

>� 	.:�1!-))( +;) 3i<= &i# ,"*��3i %" #$0$,$8$6  $)*;�)$8$ i)*-8�"!"
8 &"*�i�H 53$�#i/ �*;46"�-$*�H %;i$$*�H �i+*;*0 M* 3 �'4�+�30 �*6' �$�6i&'<$�

53$�#i, fJzK %�+�$� $� �*$&3�i C0 &* +6, F3+.1,�*�H &*<�' a0 ,�� %$�2*+'&.-, 3
#.*;3 �*$&3�i0 �'�*$3O&.-, i	
!����	� ������� /��i

fJaK R
�
��i

I
Jz � aK��fJzK dz� JC�DEK

�"2�/ �'F��$* 4"�$'/ �*$&3� C $� �*;46"�-$i/ 46*M'$i Z0 &��'/0 M* *2*46GO
�"-. $�Fi� f�gA % 3-i2 �6�-$'2 <'-"6 ;�&�'#i A0 ;*:6'�* �*;46"�-$*�'%$�<"$'2�
�*+i ;�O ;i-#" ;�&�'<$" 3%�9�6.$"$$, 5*�;36' JC�DEK A i	
!����	� �������
2��	���
'-i���
���

fJAK R
�
��i

I
JEz � AK��fJzK dz� JC�D!K

��&�'#,153$�#i, �'96,+3 RJzK R JEz �AK�� %�+�$*9* -��6,�$*9* ��93;"$&3 z
$�%'��O&.-, �
�����
	�$ ;�&�'#i A�

�i+%$�<';*0 M* +6, �'%$�<"$$, fJAK $"*F2i+$* *F<'-6'&' N � N �*;46"�-$*1
�'%$�<$'2 i$&"9��6i��

�*%96,$";* *��";* ��:6'�'/ �'4�+*�0 �*6' N R � (

A R
	
a b
c d



� JC� �K

�4"�&� #iO�H ;�&�'#i ;i-&'&. �6�-$i <'-6� �'96,+3

��� � R
�
�
VaT d�

q
Ja T dK� � DJad� bcKW�

�'��% JC�D!K 4i-6, *F<'-6"$$, �"%*6.�"$&'

RJzK R
�

Jz � aKJz � dK� bc

	
z � d b
c z � a




�C



i 4*�*;4*$"$&$*9* i$&"9�3��$$, 4�'/;�O �'96,+

fJAK R
fJ��K
�� � ��

	
�� � d b
c �� � a



T

fJ��K
�� � ��

	
�� � d b
c �� � a



� JC� �K

Z�M* 3 ;�&�'#i A -4"�&� �'�*+:"$'/0 &*F&* �� R ��0 &*0 4*%$�<'�>' �� R �
/ �� R �T �0 �'�*$�O;* � JC� �K 9��$'<$'/ 4"�"2i+ �	 �� �*+i *+"�:';*

fJAK R fJ�KE T f �J�KA� �f �J�KE� JC� �K

M* 4�' N R � +�O

fJAK R
	
fJ�K T Ja� �Kf �J�K bf �J�K

cf �J�K fJ�K T Jd� �Kf �J�K



� JC� CK


 %�+�<i %$�2*+:"$$, %$�<"$. 53$�#i/ B R fJAK �i+ %�+�$'2 ;�&�'#. A
i-&*&$'; O ���23��$$, 3 �*:$*;3 �*$��"&$*;3 �'4�+�3 �6�-&'�*-&"/ ;�&�'#.0 M*
�*%96,+�G&.-,� �i+%$�<';*0 M* 4�' �'�*�'-&�$$i �*%;i�$'2 �"6'<'$ J$�4�'�6�+0
3 5i%'<$'2 %�+�<�2K $"*F2i+$* %�F"%4"<'&'0 M*F 3 �'��%i B R fJAK ��i ���� 	i

�
�
	� ;�&�'#i A ���� � ��	� i � & ����i�	i��+

����� ���	��i-. 1 �����

 ��	
��


��&�'#, A �'-*�*9* 4*�,+�30 -3�34$*-&i -3-i+$i2 "6";"$&i� 3 ,�i/ *FLO+$�$i
� F6*�' J�6i&'$'K0 $�%'��O&.-, ��� 	�$0 �F* ��i�		�$ �����
$� �*%F'&&,
$� F6*�' 4*%$�<�G&. %� +*4*;*9*G �"�&'��6.$'2 &� 9*�'%*$&�6.$'2 6i$i/� ���';
<'$*;0 �'2i+$� ;�&�'#, �*%F'��O&.-, $� 4i+;�&�'#i1F6*�'0 *F<'-6G��6.$i +i�H % ,�';'
�'�*$3G&.-, 4�*-&i>"�

��&�'#G A �*%;i�*; D � D ;*:$� 4*+�&' 3 �'96,+i F6*<$*�H ;�&�'#i &��';
<'$*; (

A R

�
BBBBBBBB�

a�� a��
��� a�� a��

a�� a��
��� a�� a��

� � � � � � � � � � � � � � �
a�� a��

��� a�� a��

a�� a��
��� a�� a��

�
CCCCCCCCA

R

�
BB�

A�
��� A�

� � � � � � � � �
A�

��� A�

�
CCA � JC� DK

+" <*&'�' ;�&�'#i �*%;i�*; ���

A� R
	
a�� a��
a�� a��



� A� R

	
a�� a��
a�� a��



�

A� R
	
a�� a��
a�� a��



� A� R

	
a�� a��
a�� a��



�

��$i ;�&�'#i ;*:$� 4*+�&' 3 F6*<$*;3 �'96,+i �i%$';' -4*-*F�;'�
��+ F6*<$';' ;�&�'#,;' ;*:$� 4�*�*+'&' *4"��#i�H +*+���$$, &� ;$*:"$$,0

,�M* *4"�3��&' % F6*��;' ,� % "6";"$&�;' %�'<�/$*�H ;�&�'#i� ���0 +6, +�*2 ;�&�'#.

�D



A &� B *+$��*�*9* �*%;i�3

A R

�
BB� A�

��� A�

� � � � � � � � �
A�

��� A�

�
CCA � B R

�
BB� B�

��� B�

� � � � � � � � �
B�

��� B�

�
CCA JC�  K

;*:6'�i F6*<$i 4*+�$$, % �i+4*�i+$';' �6i&'$�;' &��*: *+$��*�'2 �*%;i�i�� �*+i

ATB R

�
BB� A� TB�

��� A� TB�

� � � � � � � � �
A� TB�

��� A� TB�

�
CCA � JC� @K

�"%36.&�&*; �H2 +*F3&�3 F3+" �6i&'$$� ;�&�'#, �'96,+3

AB R

�
BB�A�B� T A�B�

��� A�B� T A�B�

� � � � � � � � �
A�B� T A�B�

��� A�B� T A�B�

�
CCA JC� �� aK

�F*

BA R

�
BB�B�A� TB�A�

��� B�A� TB�A�

� � � � � � � � �
B�A� TB�A�

��� B�A� TB�A�

�
CCA � JC� �� bK

��' #.*;3 $"*F2i+$*0 M*F �*%;i�' F6*�i� ;�&�'#. A &� B F36' &��';'0 �F'
;*:$� F36* 4"�";$*:'&' �i+4*�i+$i ;�&�'<$i �6i&'$'�

�i+��"-6';*0 M* �%�9�6i AB �R BA�

8� +*4*;*9*G F6*<$*9* 4*+�$$, ;�&�'#. ;*:$� %$�/&' ;�&�'#G0 %�*�*&$3
+�$i/� �"2�/ +�$� ���+��&$� ;�&�'#, Z �*%;i�*; n� n0 F6*<$" 4*+�$$, ,�*�H &��" (

Z R

�
BB� A

��� B
� � � � � � � � �
C

��� D

�
CCA � JC� EK

+" A A �6i&'$� �*%;i�*; p� p0 D A �6i&'$� �*%;i�*; q � q0 4�' #.*;3 �'�*$3O&.-,
pT q R n�

��; 4*&�iF$* %$�/&' %�*�*&$3 ;�&�'#G

Z�� R

�
BB� X

��� Y
� � � � � � � � �
U

��� V

�
CCA � JC� !K

� ,�i/ X &� V A &��*: ���+��&$i F6*�' �*%;i�i� p� p &� q � q �i+4*�i+$*�
8� �'%$�<"$$,; %�*�*&$*�H ;�&�'#i

ZZ�� R En R

�
BB� Ep

��� �
� � � � � � � � �
�

��� Eq

�
CCA � JC�@�K

� 



+" En0 Ep0 Eq A *+'$'<$i ;�&�'#i �i+4*�i+$'2 �*%;i�i�0 � -';�*6*; ��� 4*%$�<"$i
F6*�'0 M* 4*�$i-&G -�6�+�G&.-, % $36i��

8 ;�&�'#i JC�@�K ;�O;*
�
BB�

AX TBU
��� AY TBV

� � � � � � � � �
CX TDU

��� CY TDV

�
CCA R

�
BB�

Ep
��� �

� � � � � � � � �
�

��� Eq

�
CCA � JC�@�K

Z�M* � #.*;3 -4i��i+$*>"$$i 4*�i�$,&' "6";"$&' *+'$'<$*�H ;�&�'#i &�
"6";"$&' ;�&�'#i1+*F3&�30 ;*:$� %$�/&' 4*F6*<$* 5*�;36' +6, �'%$�<"$$, �6i&'$
%�*�*&$*�H ;�&�'#i�

	� �"2�/ detA �R � i &*;3 i-$3O A��� �*+i *&�';�O;* &��3 9�343 5*�;36(

V R JD � CA��BK��U U R �V CA��U

Y R �A��BV U X R A�� � A��BU�
JC�@�K

� �69*�'&;i *F"�$"$$,0 M* %�-$*��$'/ $� 5*�;36�2 JC�@�K0 +i�H 4*<'$�G&.-, %i
%$�2*+:"$$, %�*�*&$*�H ;�&�'#i A���

�� �"2�/ detD �R � i &*;3 i-$3O D��� �*+i *&�';�O;* &��3 9�343 5*�;36(

X R JA� BD��CK��U Y R �XBD��U

U R �D��CXU V R D�� �D��CY�
JC�@CK

� �69*�'&;i *F"�$"$$,0 M* %�-$*��$'/ $� 5*�;36�2 JC�@CK0 +i�H 4*<'$�G&.-, %i
%$�2*:+"$$, %�*�*&$*�H ;�&�'#i D���

�*%96,$";* ;�&�'#G A �*%;i�*; �n� �n0 F6*<$" 4*+�$$, 3 ,�i/ &��"(

A R

�
BB� A�

��� B�

� � � � � � � � �
A�

��� B�

�
CCA � JC�@DK

+" A�0 A�0 B�0 B� A �6i&'$' *+$*9* 4*�,+�30 &*F&* �*%;i�*; n� n�
Z�M* ;�&�'#i A�0 A�0 B�0 B� A $"�'�*+:"$i0 &*F&* detA� �R �0 detA� �R �0

detB� �R �0 detB� �R �0 &* -4���"+6'�� &��� �i�$i-&. +6, %�*�*&$*�H ;�&�'#i (

A�� R

�
BB� JA� �B�B

��
� A�K��

��� JA� � B�B
��
� A�K��

� � � � � � � � �
JB� � A�A

��
� B�K��

��� JB� � A�A
��
� B�K��

�
CCA � JC�@ K

�*%96,$";* &"4"� �'%$�<$'� F6*<$*�H ;�&�'#i0 ;�G<' $� 3��%i ;�&�'#G �'96,+3
JC�@DK� �*<� +6, ;�&�'#i �*%;i�*; �� � ;�O ;i-#"

det
	
a� b�
a� b�



R a�b� � a�b�� JC�@@K

+6, F6*<$*�H ;�&�'#i 4�,;� �$�6*9i, �i+-3&$,�

�@



	 -�;"0 ,�M* detA� �R �0 &*

detA R det

�
BB� A�

��� B�

� � � � � � � � �
A�

��� B�

�
CCA R detA� detJB� � A�A

��
� B�K� JC�@�K

Z�M* : detB� �R �0 &*

detA R det

�
BB� A�

��� B�

� � � � � � � � �
A�

��� B�

�
CCA R detB� detJA� �B�B

��
� A�K� JC�@EK

8�-&*-3��$$, &"2$i�' *F"�$"$$, % F6*<$';' ;�&�'#,;' +�O ;*:6'�i-&. -�*�*1
&'&' *FLO; *F<'-6"$. 3 �,+i %�+�< 4�'�6�+$*9* 4���&'<$*9* �$�6i%3�

��� !"# �
�"2�/

A R

�
BBB�
 � �C �D
� @ �D � 
@ E �C ��
E  �@ ��

�
CCCA R

�
BB�

A��
��� A��

� � � � � � � � �
A��

��� A��

�
CCA U

B R

�
BBB�
� � C D
� C D  
� C  �
� D @ E

�
CCCA R

�
BB� B��

��� B��

� � � � � � � � �
B��

��� B��

�
CCA �

8$�/+";* +*F3&*� AB %� +*4*;*9*G �*%F'&&, ;�&�'#. A0 B $� F6*�'� 8 ;�&�'#i
JC� �0aK ;�O;*

AB R

�
BB� A��B�� T A��B��

��� A��B�� T A��B��

� � � � � � � � �
A��B�� T A��B��

��� A��B�� T A��B��

�
CCA �

�"�";$*:3G<' &� +*+�G<' �6i&'$' �*%;i�*; �� � 4*"&�4$*0 %$�/+";*

A��B�� T A��B�� R
	
E @
 �



U A��B�� T A��B�� R

	
D �
� ���



U

A��B�� T A��B�� R
	
� �!
�� !



U A��B�� T A��B�� R

	
�C ��
E �



�

���'; <'$*;0

AB R

�
BBB�

E @ D �
 � � ���
� �! �C ��
�� ! E �

�
CCCA �

��



��� !"# �
�*-&��';* %�+�<3 *F"�$"$$, D� D ;�&�'#i

Z R

�
BBB�

� � � �
�� � C �
D � �� �
� � � �

�
CCCA �

/��� �� �*%iFLO;* ;�&�'#G $� <*&'�' D� D F6*�' (

A R
	

� �
�� �



U B R

	
� �
C �



U

C R
	
D �
� �



U D R

	�� �
� �



�

�-�i6.�' ;�O ;i-#" detA �R �0 &* �-i *F<'-6"$', F3+";* 4�*�*+'&' %9i+$* %
5*�;36*G JC�@�K�

/��� �� 8$�2*+';* ;�&�'#G A�� (

A�� R
	

� �
��� ���



�

/��� C� �*-6i+*�$* %$�2*+';* %$�<"$$, �'��%i� (

A��B R
	
� �
� C��



U CA�� R

	
D �
� �



U

JCA��KB R
	
D E
D C



U CJA��BK R

	
D E
D C



�

4�' #.*;3 *-&�$$i/ �'��% *F<'-6GO;* +6, �*$&�*6G�

/��� D� 
&�*�';* ;�&�'#G

D � CA��B R
	�@ ��
�C ��




&� %$�/+";* %�*�*&$3 +* $"�H

V R JD � CA��BK�� R
	

��� ���� 
�C�� @�� 



�

/���  � �*-6i+*$* %$�2*+';* %$�<"$$, ;�&�'#. (

U R �V CA�� R
	
��� ��� 
@�� �@�� 



U

Y R �A��BV R
	
��C ���C
��@ ��C



U

X R A�� � A��BU R
	

� ��C
���� ��@



�

�E



/��� @� �FLO+$3G<' F6*�' X0 Y 0 U 0 V 0 *&�';3O;*

Z�� R

�
BBB�

� ��C ��C ���C
���� ��@ ��@ ��C
�� ��� ��� ���� 
�� ��� ��� �� 

�
CCCA �

/��� �� �"�"�*$�O;*-, � 4���'6.$*-&i %$�/+"$'2 "6";"$&i� *F"�$"$*�H ;�&�'#i
Z�� >6,2*; 4"�"�i��' A *F<'-6"$$, +*F3&�3 ZZ���

��� !"# �
8$�/+";* �'%$�<$'� ;�&�'#i Z0 M* F3� �*%96,$3&'/ 3 4�'�6�+i ��
��O;*

A� R
	

� �
�� �



U B� R

	
� �
C �



U

A� R
	
D �
� �



U B� R

	�� �
� �



�

�-�i6.�' detA� �R �0 &* -�*�'-&�O;*-. 5*�;36*G JC�@�K�

/��� �� 8$�/+";* ;�&�'#G A��
�

A��
� R

	
� �
��� ���



�

/��� �� 8$�/+";* ;�&�'#G A�A
��
� B�

A�A
��
� B� R

	
D �
� �



�
	

� �
��� ���



�
	
� �
C �



R

	
D E
D C



�

/��� C� 8$�/+";* %$�<"$$, �'%$�<$'��0 M* >3��O&.-,0

detZ R detA� � detJB� � A�A
��
� B�K R � � det

	�@ ��
�C ��



R �C��

����� ���	��i-. 1 �	
',��

 ��	
��


���+��&$� ;�&�'#, �*%;i�*; n � n $�%'��O&.-, ����	�$0 ,�M* "6";"$&'0
M* �*%;iM"$i �'M" J�F* $':<"K 9*6*�$*�H +i�9*$�6i0 +*�i�$GG&. $36G�

Z�M* $36G +*�i�$GG&. "6";"$&'0 �*%;iM"$i ��<
 9*6*�$*�H +i�9*$�6i0 &*
;�&�'#, $�%'��"&.-, 	�&	��$ ����	�$

T R

�
BBB�
t�� � � � � �
t�� t�� � � � �
� � � � � � � � � � � �
tn� tn� � � � tnn

�
CCCA � JC�@!K

�!



Z�M* : $36G +*�i�$GG&. "6";"$&'0 �*%;iM"$i 	�& 
 9*6*�$*�H +i�9*$�6i0 &*
;�&�'#, $�%'��O&.-, �
�)	��$ ����	�$

T R

�
BBB�
��� ��� � � � ��n
� ��� � � � ��n
� � � � � � � � � � � �
� � � � � �nn

�
CCCA � JC���K

�'%$�<$'� &�'�3&$*�H ;�&�'#i +*�i�$GO +*F3&�3 �H�H +i�9*$�6.$'2 "6";"$&i��
�F"�$"$� ;�&�'#� +* $"*-*F6'�*�H &�'�3&$*�H ;�&�'#i O &��*: &�'�3&$*G ;�&�'#"G
&*9* : &'43 &� -&�3�&3�'�

Z�M* ���+��&$� ;�&�'#, A ;�O �i+;i$$i �i+ $36, +i�9*$�6.$i ;i$*�' (

a�� �R �� det
	
a�� a��
a�� a��



�R �� � � � � detA �R �� JC���K

&* #G ;�&�'#G ;*:$� �*%�6�-&' $� +*F3&*� +�*2 &�'�3&$'2 ;�&�'#. J�"�2$.*�H &�
$':$.*�HK�

���" �*%�6�+�$$, F3+" O+'$';0 ,�M* +i�9*$�6.$'; "6";"$&�; *+$iO�H % &�'�3&1
$'2 ;�&�'#. %�%+�6"9i+. +�&' �i+;i$$i �i+ $36, &� �'%$�<"$i %$�<"$$, J$�4�'�6�+0
4*�6�-&' �H2 �i�$';' *+'$'#iK�

�"2�/
A R T�T�� JC���K

+" ;�&�'#, T� 4*+�$� � JC�@!K0 � ;�&�'#, T� A � JC���K0 �6" � $i/ �ii R �0 � � i � n�
�6";"$&' ;�&�'#. T� &� T� %$�2*+,&. >6,2*; ;$*:"$$,0 4*�i�$GG<' �i+4*�i+$i

"6";"$&' ;�&�'#i T�T� % "6";"$&�;' ;�&�'#i A0 &� 4*-6i+*�$*9* �*%�L,%�$$,
�'$'��G<'2 6i$i/$'2 �i�$,$.�

��� !"# �
�*%96,$";* �*%�6�+ JC���K $� 4�'�6�+i ;�&�'#i �*%;i�*; �� �

A R
	
a b
c d



� a �R �� detA �R ��

8$�/+";* +*F3&*� +�*2 &�'�3&$'2 ;�&�'#.

T�T� R
	
t�� �
t�� t��


	
� ���
� �



R

	
t�� t�����
t�� t����� T t��



�

�*�i�$,O;* �i+4*�i+$i ;�&�'<$i "6";"$&' (

t�� R a� t����� R b�

t�� R c� t����� T t�� R d�

Z�M* �*%96,+�&' #i �i�$*-&i ,� -'-&";3 <*&'�.*2 �i�$,$. % <*&'�;� $"�i+*;'1
;''0 &* 4i-6, �H2 4*-6i+*�$*9* �*%�L,%�$$, %$�/+";*

A R
	
a �
c Jad� bcK�a


	
� b�a
� �



� JC��CK

E�



���'/ 4i+2i+ ;*:$� 4"�"$*-'&' i $� �'4�+*� ;�&�'#. Fi6.> �'-*�*9* 4*�,+�3�

��� !"# �
�6, ;�&�'#i �*%;i�*; C� C

A R

�
B� � � �C
� � �D
� �� �

�
CA

%$�/+";* �H�H �*%�6�+ $� +*F3&*� +�*2 &�'�3&$'2 ;�&�'#.0 A R T�T��

/��� �� 8�4'>";* �"%36.&�& +*F3&�3 T�T�

T�T� R

�
B� t�� � �
t�� t�� �
t�� t�� t��

�
CA
�
B� � ��� ���
� � ���
� � �

�
CA R

R

�
B� t�� t����� t�����
t�� t����� T t�� t����� T t�����
t�� t����� T t�� t����� T t����� T t��

�
CA �

/��� �� 8i-&��6,G<' ;�&�'<$i "6";"$&' ;�&�'#i A &� ;�&�'#i T�T�0 3&�*�';*
-'-&";3 % ! �i�$,$.�

/��� C� �*-6i+*�$* �*%�L,%3G<' #i �i�$,$$, J4*�,+*� %$�2*+:"$$, %$�<"$.0
$�4�'�6�+0 $�-&34$'/ ( t��0 t��0 t��0 ���0 t��0 t��0 ���0 ���0 t��K0 %$�2*+';* &�'�3&$i
;�&�'#i

T� R

�
B� � � �
� �� �
� � �

�
CA U T� R

�
B� � � �C
� � ��
� � �

�
CA �

����� ����	i��i �
���
 �i�i��
" �����	�-.��
" 	i�����

�'-&";� 6i$i/$'2 �69"F���H<$'2 �i�$,$. $�%'��O&.-, ��	��i�	�$0 ,�M* 4���i
<�-&'$' � 3-i2 �H�H �i�$,$$,2 +*�i�$GG&. $36G� �+$*�i+$� ��	� % n �i�$,$. �i+$*-$*
n $"�i+*;'2 ;�O $�-&34$'/ �'96,+ (

����
���
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
an�x� T an�x� T an�x� T � � �T annxn R ��

JC��DK

�+$*�i+$� -'-&";� ���&�� ���i�	�0 &*F&* ;�O �*%�L,%�$$,� ��Fi� %$�<"$.
$"�i+*;'2 x� R �0 x� R �0 � � � 0 xn R �0 *<"�'+$*0 %�+*�*6.$,O �-i; �i�$,$$,;
*+$*�i+$*�H ��	�� " �*%�L,%�$$, $�%'��O&.-, 	������� �F* ���i���	��� �*:$"
i$>" �*%�L,%�$$, J,�M* �i$* OK0 � ,�*;3 %$�<"$$, 2*<� F *+$*9* % $"�i+*;'2 �i+;i$$*
�i+ $36,0 $�%'��O&.-, 	
	������� �F* 	
���i���	���

� -3;i-$*-&i *+$*�i+$*�H ��	� JC��DK ;*:$� 4"�"�*$�&'-, %� +*4*;*9*G &"*�";'
��*$"�"��A��4"66i� �-�i6.�' �*%>'�"$� ;�&�'#, -'-&";' JC��DK *+"�:3O&.-, %

E�



;�&�'#i -'-&";' 4�'4'-3��$$,; -4���� -&*�4<'�� % $36i�0 &* ��$9' #'2 +�*2
;�&�'#. %Fi9�G&.-,0 &*;3 *+$*�i+$� ��	� %��:+' -3;i-$��

�*%96,$";* *+$*�i+$3 ��	� �'96,+3 JC��DK % n $"�i+*;';' &� m �i�$,$$,;'��
�
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

JC�� K

�5*�;36GO;* $'%�3 &�"�+:"$.0 M* 2����&"�'%3G&. �6�-&'�*-&i *+$*�i+$'2
��	��

�&-�#9-))( �� �+$*�i+$� ��	� ;�O $"&�'�i�6.$" �*%�L,%�$$, &*+i &� &i6.�'
&*+i0 �*6' ��$9 ;�&�'#i -'-&";' r R rankA ;"$>'/0 $i: �i6.�i-&. $"�i+*;'20 &*F&*
r � n�

��'43-&';*0 M* ��$9 -'-&";' r R rankA ;"$>'/ �i6.�*-&i $"�i+*;'20 &*F&*
r � n�

�F"�";* % ;�&�'#iA 4i+;�&�'#GB �*%;i�*; r�r0 � ,�i/ detB �R �0 M* ;*:6'�*0
*-�i6.�' r R rankA�

�i�$,$$,0 M* %�6'>'6'-, % $*;"��;' j0 &��';'0 M* rT � � j � m0 O 6i$i/$';'
�*;Fi$�#i,;' �i�$,$. % $*;"��;' � � j � r�

�'63<';* % -'-&";' JC�� K �i�$,$$,0 ,�i $" 4*�L,%�$i % 4i+;�&�'#"G B�
�+"�:3��$� -'-&";�����

���
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�nxn R ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ar�x� T ar�x� T ar�x� T � � �T arnxn R �

JC��@K

F3+" "��i��6"$&$� �'2i+$i/ -'-&";i JC��DK�
� *+"�:3��$i/ *+$*�i+$i/ ��	� JC��@K $�+�;* $"�i+*;'; xr��0 � � � 0 xn +",�i

+*�i6.$i %$�<"$$, ( �i+4*�i+$* �r��0 � � � 0 �n� �F"�";* �H2 &��0 M*F �*$' $" +*�i�$G��6'
*+$*<�-$* $36G� �"4"� %F"�":";* � 6i�i/ <�-&'$i �i�$,$. JC��@K +*F3&�'0 M* ;i-&,&.
$"�i+*;i x�0 x�0 � � � 0 xr0 � �">&3 +*F3&�i� 4"�"$"-";* � 4���3 <�-&'$3�

�*+i ��	� JC��@K 4�'/;" �'96,+�����
����
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�rxr R �a��r���r�� � � � � a�n�n�
a��x� T a��x� T a��x� T � � �T a�rxr R �a��r���r�� � � � � a�n�n�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ar�x� T ar�x� T ar�x� T � � �T arrxr R �ar�r���r�� � � � � arn�n�

JC���K

G ��	� ;*:$� �*%96,+�&' ,� -'-&";3 % r 6i$i/$'2 �i�$,$. % r $"�i+*;';'�
8� 4*F3+*�*G �*"5i#iO$&' � $i/ &��i0 M* detB �R �� �*;3 #, -'-&";� ;�O �*%�L,%�$$,0
+* &*9* : O+'$"� �-�i6.�' $�Fi� �r��0 � � � 0 �n +*�i6.$'/0 -'-&";� JC���K0 � ��%*; %
$"G / -'-&";� JC�� K ;�O $"-�i$<"$$* F�9�&* �i%$'2 �*%�L,%�$.0 � <'-6* ,�'2 �2*+,&.
�*%�L,%�$$,0 ,�i �i+;i$$i �i+ $36,�

�3�34$i-&. �*%�L,%�$. *+$*�i+$*�H ��	� JC�� K 3&�*�GO 4i+4�*-&i� �*%;i�$*-&i
n� r�

�i6.�i-&. �i�$,$. m %Fi9�O&.-, % �*%;i�$i-&G 4�*-&*�30 � ,�*;3 +iG&. �"�&*�' (

a� R Ja��� a��� � � � � am�K�� � � � � an R Ja�n� a�n� � � � � amnK
�� JC��EK

E�



� #.*;3 4�*-&*�i ;��-';�6.$� �i6.�i-&. 6i$i/$* $"%�6":$'2 �"�&*�i� $" ;*:"
F3&' Fi6.>*G %� m0 ��$9 r � m0 � �i6.�i-&. $"�i+*;'2 n� �*;3 -'-&";� ;�O
$"&�'�i�6.$'/ �*%�L,%*�0 ,�M* �i6.�i-&. $"�i+*;'2 Fi6.>�0 $i: �i6.�i-&. �i�$,$.�
Z�M* : �i6.�i-&. �i�$,$. m %Fi9�O&.-, % ��$9*; r ;�&�'#i -'-&";' &� +*�i�$GO
�i6.�*-&i $"�i+*;'20 &* *+$*�i+$� ��	� ;�O O+'$'/ �*%�L,%*�� �" : -�;" F3+"0 ,�M*
� *+$*�i+$i/ -'-&";i �i6.�i-&. �i�$,$. F3+" Fi6.>*G0 $i: �i6.�i-&. $"�i+*;'2� 8;i$$i
x�0 x�0 � � � 0 xr 3 �'��%i JC���K $�%'��G&.-, �����	���0 � �">&� xr��0 xr��0 � � � 0 xn A
�i��	����

�&-�#9-))( �� Z�M* � *+$*�i+$i/ ��	� �i6.�i-&. �i�$,$. ;"$>�0 $i:
�i6.�i-&. $"�i+*;'20 &* -'-&";� ;�O $"$36.*�'/ �*%�L,%*��

��6i �*%96,$";* �'4�+*� m R n0 &*F&* �i6.�i-&. �i�$,$. %Fi9�O&.-, % �i6.�i-&G
$"�i+*;'2�

�&-�#9-))( C� �+$*�i+$� ��	�0 � ,�i/ m R n0 ;�O $"$36.*�'/ �*%�L,%*� &*+i
i &i6.�' &*+i0 �*6' �'%$�<$'� ;�&�'#i -'-&";' +*�i�$GO $36G� Z�M* #"/ �'%$�<$'�
�i+;i$$'/ �i+ $36,0 &* -'-&";� ;�O &i6.�' $36.*�'/ J&�'�i�6.$'/K �*%�L,%*��

��� !"# �
�*%96,$";* -'-&";3 �

�xT �y R �0
CxT @y R ��

��' F3+.1,�'2 %$�<"$$,2 4���;"&�� � #, *+$*�i+$� -'-&";� -3;i-$� &� ;�O
&�'�i�6.$'/ �*%�L,%*� x R �0 y R ��

�"%�'<�/$'; �',�6,O&.-, &"0 M* #, -'-&";� 4�'43-��O / $"&�'�i�6.$'/
�*%�L,%*�0 � -�;"0 ,�M* � R �0 &* i-$3O �*%�L,%*� x R �0 y R ��� ��6* &*9*0 4�'
� R � #, *+$*�i+$� ��	� ;�O $"-�i$<"$$* F�9�&* $"&�'�i�6.$'2 �*%�L,%�i� �'96,+3
x R ��0 y R ��0 +" � A +*�i6.$" <'-6*� ��' � �R � *+$*�i+$� ��	�0 M* �*%96,+�O&.-,0
;�O O+'$'/ &�'�i�6.$'/ �*%�L,%*� x R �0 y R ��

��� !"# �
�*%96,$";* -'-&";3 ��

�
CxT �y � z R �0
�xT y � z R �0
x� Cy � Dz R ��

�F<'-6';* �'%$�<$'� -'-&";'

detA R det

�
B� C � ��
� � ��
� �C �D

�
CA R ��

�F'��G<' %� �i6.$3 %;i$$3 z0 %�4'>";* z R � &��
CxT �y R ��
�xT y R ��

M* +�O $"&�'�i�6.$'/ �*%L�,%*� ( x R �0 y R ��0 z R ��

EC



����� 2������� �� ����	���	�, 	����,

��F*��&*�$� �*F*&� �*%p�2*��$� $� �i-i; 9*+'$ i ;i-&'&. <*&'�' %��+�$$,�

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 <'-"6.$*9* �*%�L,%3��$$, ��	�� ��*9��;� 4*�'$$�
9�3$&3��&'-, $� ;"&*+�2 ���;"�� i 7�3--�� � $i/ ;�O F3&' 4"�"+F�<"$� 4"�"�i���
%$�/+"$*9* �*%�L,%�3� �"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. �*;4*$"$&'
>3��$*9* �"�&*���

�"�i")*�

�K

��
�
�� �Dx� �� � y �  � ��z R �� � �
�� D�x� �� �Cy T �� � z R �� E��
�� ��xT �� E�y � �� ��z R �� ��U

FK

��
�
�� CDx� @� DCy T D�   z R �� �E�
C� !@xT D� E@y � D� �Ez R @� E@�
�� � x� C� ��y T C� �Cz R  � ��U

�K

��
�
�� @�xT �� ��y � �� � z R �� �@�
�� �Cx� �� � y T �� E�z R ��  ��
��  �x� C� ��y T  � �Cz R �� ! U

9K

��
�
�� � xT �� ��y � ��  �z R �� @��
�� C@x� ��  Ey T �� ��z R �� ���
�� �@x� C� ��y T  � CEz R ��   �

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 <'-"6.$*9* �*%�L,%3��$$, ��	�� ��*9��;� 4*�'$$�
9�3$&3��&'-, $� ;"&*+i 4*-6i+*�$'2 $�F6':"$. i ;"&*+i 8"/+"6,� � $i/ ;�O F3&'
4"�"+F�<"$� 4"�"�i��� %$�/+"$*9* �*%�L,%�3�

�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 ,�'/ ;i-&'&. �*;4*$"$&' >3��$*9*
�"�&*���

8� �2i+$i +�$i �'�*�'-&�/&" ���i�$&' +* %��+�$$, ��

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 <'-"6.$*9* �'%$�<"$$, $�F*�3 �6�-$'2 <'-"6 %�+�$*�H
;�&�'#i�

�2i+$i +�$i +* 4�*9��;' (
A A �2i+$� ;�&�'#, �*%;i�*; C� CU
r A %;i$$'/ 4���;"&��
�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. %$�<"$$, �6�-$'2 <'-"6

;�&�'#i A0 � &��*: ;�-'�0 M* ;i-&'&. �*;4*$"$&' �"�&*��0 ,�'/ �i+4*�i+�O �H�H
;��-';�6.$*;3 �6�-$*;3 <'-63�

ED



�"�i")*�

�K A R

�
B�  � � C� � �� �
@� � D� � �� �
�� �  � � r

�
CA � +" r R �� �U �� �U C� �U

FK A R

�
B� �� � C� � �� �
�� � C� �  � �
r  � � �� �

�
CA � +" r R �� �U �� �U ���U

�K A R

�
B� C� �  � � �� �
@� � D� � �� �
�� � r  � �

�
CA � +" r R �� �U �� �U �� CU

9K A R

�
B� @� � r E� �
�� � �� � C� �
�� � E� � �� �

�
CA � +" r R �� DU ��  U �� @U

+K A R

�
B� �� � r �� �
�� � �� � �� �
�� � E� � �� �

�
CA � 9+" r R �� DU ��  U �� @�

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 %$�2*+:"$$, %�+�$*�H 53$�#i�H �i+ ���+��&$*�H ;�&�'#i� 8� �61
9*�'&; �'�*�'-&*�3/&" i$&"�4*6,#i/$3 5*�;363 ��9��$:�A�i6.�"-&��� �"�"+F�<&"
3 4�*9��;i 4*4"�"+$O �'%$�<"$$, �-i2 �6�-$'2 <'-"6 %�+�$*�H ;�&�'#i % 4"�"�i��*G �H2
�i�$*-&i�

�2i+$i +�$i +* 4�*9��;' (
A A �2i+$� ;�&�'#,U
r A %;i$$'/ 4���;"&�U
fJxK A %�+�$� 53$�#i,�
�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. "6";"$&' ;�&�'#i B0 ,�� O

%�+�$*G 53$�#iOG �i+ �2i+$*�H�

�"�i")*�

�K A R
	
�� D@ �� ��
�� @� r



� +" fJxK R sinJxK� r R �� @�U �� @�U �� @�U �� @CU

FK A R
	
�� C� �� �C
r �� EE



� +" fJxK R � T x�� r R �� ��U �� ��U �� ��U �� �CU

�K A R
	
�� � r
��  � ��   



� +" fJxK R expJxK� r R ��  �U ��  �U ��  �U ��  CU

9K A R
	
�� @ r
�� C� ��  @



� +" fJxK R expJx�K� r R �� C U �� C@U �� C�U �� CEU

+K A R
	
�� DE r
��  C �� ��



� +" fJxK R

�
�
expJ�x�K� r R �� �U �� CU �� DU ��  �

E 



� "%i& � #$ $+$�,!-))( �$.$*�

8�i& 4�* �'�*$�$3 �*F*&3 ;�O ;i-&'&' (
�K %;i-& %��+�$$,U
�K �'�*�'-&�$i 5*�;36'U
CK &"�-& 4�*9��;'U
DK 4�*&*�*6 �'�*$�$$, <'-"6.$'2 "�-4"�';"$&i�0 M* -�6�+�O&.-, % &�F6'#i

�'2i+$'2 +�$'2 i &�F6'#i �"%36.&�&i�U
 K i$&"�4�"&�#iG *&�';�$'2 �"%36.&�&i��

���!� 2������� ��� ��	��i	'


�� �*-6i+i&. �46'� 4*2'F�' � �*"5i#iO$&�2 ��	� J%*��";� 4*2'F�' ;��-';�6.1
$*9* i ;i$i;�6.$*9* %� ;*+36"; �*"5i#iO$&i�K $� 4*2'F�3 �*%�L,%�30 %+*F3&*9* %� ;"1
&*+*; 7�3--��

�� �2i+$3 ��	� ;*:$� 4�'�"-&' +* �'96,+3 X R AX T B �i%$';' >6,2�;'�
� ��;��2 ;"&*+3 8"/+"6, 4*�i�$,/&" "5"�&'�$i-&. �'F��$'2 -4*-*Fi� %� �i6.�i-&G
i&"��#i/0 $"*F2i+$'2 +6, +*-,9$"$$, %�+�$*�H &*<$*-&i�

C� Z�';' 4*�'$$i F3&' ;�&�'<$i "6";"$&' ;�&�'#i A0 ,�M* �i+*;* $�-&34$" (
�K *+$" % �6�-$'2 <'-"6 +*�i�$GO $36GU FK +�� % �6�-$'2 <'-"6 +*pi�$GG&. $36G[

D� �"2�/ -4"�&� ;�&�'#i A �'%$�<"$'/ i �i+*;*0 M* B R fJAK� Z�'/ -4"�&�
;�&�'#i B [

 � �*-6i+i&. ,�i-&. +�*F*�*1��#i*$�6.$'2 $�F6':"$. JC�D�K +6, "�-4*$"$#i�6.$*�H
53$�#i�H� �"%36.&�& 4*�i�$,/&" % /*9* �$�6*9�;'0 *&p';�$';' i$>';' ;"&*+�;'�

@� I$&"p4*6,#i/$� 5*�;36� ��9��$:�1�i6.�"-&�� $��"+"$� +6, �'4�+�30 �*6'
�-i �6�-$i <'-6� %�+�$*�H ;�&�'#i �i%$i� �"2�/ 3 ;�&�'#i �*%;ip*; C � C �6�-$i <'-6�
�i+pi%$,G&.-, $� %�+�$3 �"6'<'$3 q� �*-6i+i&. �$�6*9 i$&"�4*6,#i/$*�H 5*�;36' +6,
�'4�+�30 �*6' q 4�,;3O +* $36,�

�� �6, +�*2 ;�&�'#. A i B �*%;i�3 N R � 4"p"�*$�/&"-,0 M* (

expJA TBK �R expJAK expJBKU

sinJATBK �R sinJAK cosJBK T sinJBK cosJAK�

��' �'�*$�$$i ,�*�H 3;*�' �i�$i-&. F3+" �'�*$3��&'-, [
E� �*%96,$.&" ;�&�'#i0 ���%�$i 3 %��+�$$i C� �*F3+3/&" ���%�$i +6, $'2 53$�#i�H

;"&*+*; �*%�6�+�$$, � -&"4"$"�'/ �,+0 *Fp��>' �i+4*�i+$'/ &"/6*�i�-.�'/ �,+�
�*pi�$,/&" "5"�&'�$i-&. *F*2 ;"&*+i��

!� �6, %�+�$'2 J�� �K i JC� CK1;�&�'#. A %$�/+i&. *F"�$"$3 A��0 �'�*p'-&*�31
G<' 2����&"�'-&'<$'/ F�9�&*<6"$ #iO�H ;�&�'#i�

��� �*F3+3/&" 4�'�6�+' ;�&�'#. A �*%;i�*; J�� �K0 &��'20 M* A� %Fi9�O&.-, %
$36.*�*G ;�&�'#"G�

��� �*F3+3/&" 4�'�6�+' ;�&�'#. A �*%;i�*; JC � CK0 &��'20 M* A� &� A�

%Fi9�O&.-, % $36.*�*G ;�&�'#"G�

E@



#� ������� ���"���i$�
���

�
����� %
�
��� �����i� 

���� ������i ���	��
��i �i�����i

8�+�<� <'-"6.$*9* +'5"�"$#iG��$$, &�F6'<$* %�+�$*�H 53$�#i�H0 ,� 4���'6*0
�*%96,+�O&.-, $� *-$*�i �'�*�'-&�$$, i$&"�4*6,#i/$*�H 5*�;36' ��9��$:� �F* %�
+*4*;*9*G �4�*�-';�#i/$'2 5*�;36 �'F��$*9* 4*�,+�3�

8�;i-&. �2i+$*�H &�F6'<$* %�+�$*�H 53$�#i�H F3+3O&.-, �H�H 4*6i$*;i�6.$'/ �$�6*90
4i-6, <*9* %$�2*+'&.-, <'-"6.$';' ;"&*+�;' /*9* 4*2i+$� J&�F6� D�� &� &�F6� D��K�

, 4*2i+$� i �'�*�'-&*�3O&.-, ,� 4*2i+$� �2i+$*�H &�F6'<$* %�+�$*�H 53$�#i�H�

(����� >�� 7 (������ +����� !����i�

n � � � C D � � � N
xn x� x� x� x� x� � � � xN
yn y� y� y� y� y� � � � yN

�*$,&&, 4*2i+$*�H 4*�L,%�$* % 4*$,&&,; 	
�
�
��	��i ��	��i��� � &*;3 �'4�+�30
�*6' 53$�#i, %�+�$� &�F6'<$*0 �H/ -&��,&. 3 �i+4*�i+$i-&. +�393 53$�#iG0 � +",�*;3
-"$-i $�/F6':<30 4*2i+$3 ,�*�H %$�2*+,&.0 � *&�';�$i �H�H %$�<"$$, �'�*�'-&*�3G&. ,�
4*2i+$3 �'2i+$*�H &�F6'<$* %�+�$*�H 53$�#i�H�

���� 9���	
�
 �
/�	���i������ ����
��� 1�����-. /,�'�i-.

I$�*6' 4*&�iF$* �'%$�<'&' 4*2i+$3 53$�#i�H0 � &*;3 <'-6i 4*2i+$3 &�F6'<$*
%�+�$*�H 53$�#i�H�

(����� >�� 7 (������ +����� !����i� �� ���� ��-i���

n � � � C D � � � N
xn x� x� x� x� x� � � � xN
yn y� y� y� y� y� � � � yN
y�n y�� y�� y�� y�� y�� � � � y�N

8�+�<� <'-"6.$*9* +'5"�"$#iG��$$, 5*�;36GO&.-, &��'; <'$*; ( %�+�$i/
&�F6'#i 34*�,+�*��$'2 %$�<"$. +",�*�H 53$�#i�H 4*&�iF$* 4*-&��'&' 3 �i+4*�i+$i-&.
i$>3 &�F6'#G �4*�,+�*��$'2 %$�<"$. i$>*�H 53$�#i�H &��0 M*F #, i$>� 53$�#i, ;�6�
�6�-&'�*-&i 4"�>*�H 4*2i+$*�H �i+ �2i+$*�H 53$�#i�H�

E�



�"2�/ %�+�$* &�F6'#G0 ,�� 3&�*�"$� JN T �K 4���;' <'-"6 fxn� yng0 +"
� � n � N � ��'�6�+ &��*�H &�F6'#i $��"+"$* � &�F6� D��� ���*:0 ,� i ��$i>"0
$�%'��&';";* fXng A ��!��
		�� �������0 fYng A ��	��i�	�� �������0 � �*:$3
&*<�3 Jxn� ynK A ������+

��"F� 4*F3+3��&' &�F6'#G0 &*F&* +*4'-�&' M" *+'$ �,+*�0 ,�'/ � $�F*�i �3%6i�
3&�*�"$'/ JN T �K 4���;' <'-"6 fxn� y�ng0 +" � � n � N J+'�� &�F6� D��K�

8�+�<� <'-"6.$*9* +'5"�"$#iG��$$, 53$�#i�H &i-$* 4*�L,%�$� % 4�*F6";*G $�1
F6':"$$, #iO�H 53$�#i�H� �"�"+ ;"&*+i� $�F6':"$$, $�/4*>'�"$i>';' O i$&"�4*6,#i/$i
&� �4�*�-';�#i/$i� �*;3 �*%96,$";* +'5"�"$#iG��$$, %� +*4*;*9*G i$&"�4*6,#i�H &�
�4�*�-';�#i�H�

���� 0
/�	���i������ 1�����-. /,�'�i-.

1� �������� i���	�����i-.

�*6i$*; LN JxK �'96,+3

LNJxK R
NX
n��

yn
NY

k��� k ��n

x� xk
xn � xk

JD��K

$�%'��O&.-, i	
������i�	�� ���i	���� (�!��	&��
�"��:�* 4"�"�*$�&'-,0 M*

LNJxnK R yn� JD��K

���'; <'$*;0 53$�#i�H yJxK0 ,�3 %�+�$* ;�-'�*; fyg0 ;*:$� 4*-&��'&' 3
�i+4*�i+$i-&. 53$�#iG Y JxK R LN JxK� Q3$�#i, Y JxK O 4*6i$*;*; -&"4"$, N �
�'5"�"$#iG<'0 *+"�:';*

Y �JxK R L�N JxK� JD�CK

�*%96,$";* �'4�+*� �i�	��i����
	�) ��93;"$&$'2 �3%6i� % 4*-&i/$'; ��*�*; h

xn R x� T nh� JD�DK

4i-6, <*9* %� +*4*;*9*G 4*6i$*;� LNJxK >3��&';";* %$�<"$$, 4*2i+$*�H 53$�#i�H 3
�3%6�2 i$&"�4*6,#i�H0 ,�i �i+4*�i+�G&. %�+�$i/ &�F6'#i�

���� 9���	
�
 �
/�	���i������ 1� �������� i���	�����i-.

�*%96,$";* 4*>'�"$'/ �'4�+*� �i�$*�i++�6"$'2 % ��*�*; h ��93;"$&$'2 �3%6i�
xn R x� T nh0 +" n R �� �� � � � � N � �� 4���&'#i0 ,� 4���'6*0 *F'��O&.-, 5i�-*��$�
�i6.�i-&. �3%6i�0 M* 4�'6,9�G&. +* &*9* �3%6�0 � ,�*;3 >3��O&.-, 4*2i+$�� G 9�343
�3%6i� $�%'��G&. �i�	��0 *-�i6.�' �*:$'/ ��% �'�*�'-&*�3G&. �3%6' % �i�$� J�'-�
D��K�

	69*�'&; +'5"�"$#iG��$$, �� ����� ��� 	��� ������� %+i/-$GO&.-, %�
+*4*;*9*G &��'2 5*�;36 (

EE



x� � ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

y

��

�

�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�����������

�����������

�����������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
���
���
���
���
���
���
���
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���
���
���
���
���
���
����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

x� � ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

y

��

�

�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�����������

�����������

�����������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
����
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

�
���� >�� 7 ,
����� �!�����i&����� ������� +������� !����i�� �� i�������i H�� ��J +�

������*�& i���������i�� ;�i���i
�� �i����i������- ��+�i� N : ��9 +�i�� 7 ���������

!����i� y : sin;x<9 
����� 7 ��+������ �
�����*� �!�����i&����� ;����-% ��

�0��������� ��*����<<

�K +6, 4"�>*9* �3%6� Jn R �K

Y �
� R

�
�h

J�CY� T DY� � Y�K U JD� � aK

FK +6, 4�*;i:$'2 �3%6i� Jn R �� �� � � � � N � �� N � �K

Y �
n R

�
�h

J�Yn�� T Yn��K U JD� � bK

�K +6, *-&�$$.*9* �3%6� Jn R NK

Y �
N R

�
�h

JYN�� � DYN�� T CYNK � JD� � cK

+" N A $*;"� *-&�$$.*�H &*<�'� �*2'F�� #.*9* �69*�'&;3 +*�i�$GO OJh�K�
	69*�'&; +'5"�"$#iG��$$, %�  ����� ��� 	��� ������� %+i/-$GO&.-, %�

+*4*;*9*G &��'2 5*�;36 (

�K +6, 4"�>'2 +�*2 �3%6i� Jn R �� �K (

Y �
� R

�
@h

J���Y� T �EY� � !Y� T �Y�K U

Y �
� R

�
@h

J��Y� � CY� T @Y� � Y�K U
JD�@� aK

FK +6, 4�*;i:$'2 �3%6i� Jn R �� �� � � � � N � �� NK

Y �
n R

�
@h

J��Yn�� � CYn T @Yn�� � Yn��K � JD�@� b�K

�F*
Y �
n R

�
@h

JYn�� � @Yn�� T CYn T �Yn��K U JD�@� b��K

E!



�K +6, *-&�$$i2 +�*2 �3%6i� Jn R N � �� NK (

Y �
N�� R

�
@h

JYN�� � @YN�� T CYN�� T �YNK U

Y �
N R

�
@h

J��YN�� T !YN�� � �EYN�� T ��YNK �
JD�@� cK

+" N A $*;"� *-&�$$.*�H &*<�'� �*2'F�� #.*9* �69*�'&;3 +*�i�$GO OJh�K�

���"+";* &��*: 5*�;36' +6, %$�2*:+"$$, 4*2i+$*�H0 ,�i _�3$&3G&.-, $�
�1��� ���i� i$&"�4*6,#i/$i/ 5*�;36i JN R DK (

�K +6, 4"�>'2 +�*2 �3%6i� Jn R �� �K (

Y �
� R

�
��h

J�� Y� T DEY� � C@Y� T �@Y� � CY�K U

Y �
� R

�
��h

J�CY� � ��Y� T �EY� � @Y� T Y�K U
JD��� aK

FK +6, 4�*;i:$'2 �3%6i� Jn R �� C� � � � � N � C� N � �K

Y �
n R

�
��h

JYn�� � EYn�� T EYn�� � Yn��K U JD��� bK

�K +6, *-&�$$i2 +�*2 �3%6i� Jn R N � �� NK (

Y �
N�� R

�
��h

J�YN�� T @YN�� � �EYN�� T ��YN�� T CYNK U

Y �
N R

�
��h

JCYN�� � �@YN�� T C@YN�� � DEYN�� T � YNK �
JD��� cK

+" N A $*;"� *-&�$$.*�H &*<�'� �*2'F�� #.*9* �69*�'&;3 +*�i�$GO OJh�K�

I$&"�4*6,#i/$i 5*�;36' JD� K0 JD�@K0 JD��K +6, &�F6'#.0 M* ;i-&,&. �"6'�3
�i6.�i-&. M �3%6i�0 �'�*�'-&*�3G&. &��'; <'$*;� �F'��G&. �i6.�i-&. �3%6i�
i$&"�4*6G��$$, N � Z�M* &��� �i6.�i-&. 5i�-*��$�0 �*�'-&3G&.-, �i+4*�i+$';
�'��%*;0 ,�'/ �i+4*�i+�O #"$&��6.$*;3 �3%63 i$&"�4*6G��$$,�

��4�'�6�+0 ,�M* N R D0 *F'��G&. F3+.1,�3 % 5*�;36 JD�@K +6, Y �JxK0 ,�3 ;*:$�
�'�*�'-&�&' +6, �-i2 �$3&�i>$i2 �3%6i� �2i+$*�H &�F6'#i %$�<"$. 53$�#i�H�

`*F %$�/&' %$�<"$$, 4*2i+$*�H $� ;":�2 &�F6'#i %$�<"$. 53$�#i�H0 �*�'-&3G&.-,
�'��%�;'0 ,�i �i+4*�i+�G&. $"#"$&��6.$'; �3%6�; i$&"�4*6G��$$,� ��4�'�6�+0 4�'
N R  +6, 4"�>'2 +�*2 �3%6i� J6i�� ;":� &�F6'#iK �'�*�'-&*�3G&. 5*�;36'
�i+4*�i+$* +6, Y �Jx�K i Y �Jx�K0 � +6, *-&�$$i2 +�*2 �3%6i� J4���� ;":� &�F6'#iK A
5*�;36' �i+4*�i+$* +6, Y �JxN��K i Y �JxN K�

�F�*F�� �2i+$*9* ;�-'�3 �i+4*�i+$* i% M &*<*� %+i/-$GO&.-, &��'; <'$*;0 M*
�*:$*9* ��%3 +6, �3%6� % 4*&*<$'; $*;"�*; n �'�*�'-&*�3G&.-, -3-i+$i +* $.*9* N
�3%6i� &�F6'#i J��6G<�G<' i -�; n1/ �3%*6K�

Z�M* $" 4�'/;�&' +* 3��9' ;":*�i �3%6' J#" ;*:6'�* %� +*-&�&$.* �'-*�*�H
�"6'<'$' MK0 &* %$�<"$$, 4*2i+$*�H � #i6*;3 �i+>3�3G&.-, %� �'��%�;'0 M*
�i+4*�i+�G&. #"$&��6.$'; �3%6�; i$&"�4*6,#i�H�

!�



���� 9���	
�
 �
/�	���i������ 1� �������� ��	�'�
��i-.


 &'2 �'4�+��20 �*6' +�$i 3 �2i+$i/ &�F6'#i ;i-&,&. 4*2'F�' J4"�">�*+'K0
�i+$*>"$$, Yy�Yx ;*:" -&�&' +*-'&. <3&6'�'; +* 4*2'F�' %�+�$$, 53$�#i�H J�'-�
D��K� 
 #.*;3 �'4�+�3 %�+�<3 %$�2*+:"$$, 4*2i+$*�H 53$�#i�H ;*:$� �*%�L,%�&' %�
+*4*;*9*G �4�*�-';�#i�H0 ,�� _�3$&3O&.-, $� �
��i 	���
	��) ������i��

�*%96,$";* #"/ 4i+2i+ $� 4�'�6�+i �4�*�-';�#i�H -3�34$*-&i % 4L,&' 4*&*<$'2
&*<*� Jyk��0 yk��0 yk0 yk��0 yk��K 4���F*6*G +�39*9* 4*�,+�3 Y JxK R �T �x T �x��

� *-$*�i ;"&*+3 6":'&. 3;*�� ;i$i;�6.$*-&i �i�)���

� R �JxK R
n�k��X
n�k��

VY JxK� ynW� JD�EK

+6, $�F*�3 �i�$*�i++�6"$'2 &*<*� % ��*�*; h0 ,�i �i+6i<3G&. �i+ 4*&*<$*9*
#"$&��6.$*9* �3%6� xk�

�'�*$�$$, #iO�H "�-&�";�6.$*�H 3;*�' +�O 4���F*63 �'96,+3

Y JxK R
�

��h�

�X
n���

h
JCD� ��n�Kh� T �nhx T  x�Jn� � �K

i
yn� JD�!K

" +�O +6, 4*2i+$*�H

Y �JxK R
�

��h�

�X
n���

J�nh T ��xn� � ��xKyn� JD���K

�F* � �*%9*�$3&*;3 �'96,+i

Y �JxK R
�

��h�

�
J��DhT ��xKy�� T J��h� ��xKy��� JD���K

���xy� T J�h� ��xKy� T J�DhT ��xKy�

�
�

4�' #.*;3 4*&*<$i %$�<"$$, ��93;"$&3 x 4*�'$$i %$�2*+'&'-, � i$&"���6i
Jxk�� � x � xk��K�

���'; <'$*;0 � &*;3 �'4�+�30 �*6' 4*2i+$� 53$�#i�H �i+>3�3O&.-, $� 4i+-&��i
4L,&' 4*&*<$'2 &�F6'<$'2 %$�<"$.0 �69*�'&; +'5"�"$#iG��$$, ;�O &��'/ �'96,+ (

�K +6, 4"�>'2 +�*2 �3%6i� Jn R �� �K (

Y �
� R

�
��h

J� DY� T �CY� T D�Y� T ��Y� � �@Y�K U

Y �
� R

�
��h

J�CDY� T CY� T ��Y� T ��Y� � @Y�K U
JD���� aK

FK +6, 4�*;i:$'2 �3%6i� Jn R �� C� � � � � N � C� N � �K (

Y �
n R

�
��h

J��DYn�� � �Yn�� T �Yn�� T �DYn��K U JD���� bK

!�



x
� � ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

y

��

�

�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�����������

�����������

�����������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
����
���
���
���
���
���
���
���
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���
���
���
���
���
���
���
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
����������������������������������������������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

x
� � ��

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

y

��

�

�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�����������

�����������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����
�����
���
���
��
���
���
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
����
���
���
���
��
���
������
������
���

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����
����
����
����
�������������������������������������������������������������������������������������������������������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
���
���
��
���
���
��
���
���
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
���
���
���
���
���
���
���
���
����
���
���
���
���
���
���
���
�

�
���� >�� 7 ,
����� �!�����i&����� ������� +������� !����i�� �� i�������i H�� ��J

+� ������*�& �����
���i�� ;�i���i
�� �i����i������- ��+�i� N : ��9 +�i�� 7 ���������
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	�i$$ ��� �i������� ���"+";*
�'��%' +6, <�-&* �'�*�'-&*�3��$'2 6i$i/$'2 +'5"�"$#iGG<'2 5i6.&�i� (

!�



+'5"�"$#iGG<i 5i6.&�' +�39*9* 4*�,+�3 (

Y ��
n R

�
h�

JYn�� � �Yn T Yn��K T OJh�KU JD�� � aK

Y ��
n R

�
��h�
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+*F�" 4"�"+���&' 2i+ -�;*�H 53$�#i�H0 �6" �H2 4*2i+$i ;*:3&. %$�<$* �i+�i%$,&'-, �i+
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 &"*�i�H *#i$G��$$, &� 4�'/$,&&, �i>"$. O %�+�<� %$�2*+:"$$, �*%4*+i63

�;46i&3+ fPmg0 +" m R �� �� �� � � �� ��Fi� �;46i&3+ fPmg �'%$�<�O&.-, �i�	�$
��	��i4$ QJ�K &��*9* �'96,+3 (
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+" fxng A 	��i� ����i�0 3 ,�'2 %$�2*+,&. �i+4*�i+$i %$�<"$$, 4i+i$&"9��6.$*�H 53$�#i�HU
fcng A 	��i� ��������	�) ��
�i�i4	i�> R A ��)���� �"%36.&�&3 i$&"9�3��$$,�

8�+�G<'-. �i6.�i-&G ���+��&3�$'2 +*+�$�i�N &� *F'��G<' 4"�$i $�F*�' �3%6i�
fxng &� �*"5i#iO$&i� fcng0 4�'2*+,&. +* &iO�H <' i$>*�H ���+��&3�$*�H 5*�;36'�
�� �H�H �'Fi� �46'��O ( �'96,+ 4i+i$&"9��6.$*�H 53$�#i�H0 $"*F2i+$� &*<$i-&. *F<'-6"$$,
i$&"9��63 &� 4*�L,%�$� % $"G �i6.�i-&. �3%6i� N ���+��&3�$*�H 5*�;36'�

P3��$" %$�<"$$, $"*F2i+$*9* i$&"9��63 $�4"�"+ $" �i+*;"0 M* 3-�6�+$GO
�*$&�*6. &*<$*-&i 4�' *F<'-6"$$,2� �*;3 *F��$'/ +6, �*F*&' �69*�'&;0 ,� 4���'6*0
4"�"�i�,G&. $� 4�'�6�+i -4"#i�6.$* 4*F3+*��$*9* ;*+"6.$*9* i$&"9��63� �*+"6.$'/
i$&"9��6 4*�'$"$ i$&"9�3��&'-, &*<$*0 &*F&* �$�6i&'<$*0 4�' #.*;3 ;":i &�
4i+i$&"9��6.$� 53$�#i, 3 $.*9* 4*�'$$i0 $�-�i6.�' ;*:6'�*0 �i+4*�i+�&' �*F*<*;3
i$&"9��63�

�� 4���&'#i �'�*�'-&*�3G&. +�i 9�34' ���+��&3�$'2 5*�;36� 
 4"�>i/ % $'2
��*� h ���+��&3�$'2 �3%6i� *F'��G&. -&�6';0 &*F&* h R Jb � aK�N � 
 +�39i/ 9�34i
���+��&3�$i �3%6' �*%&�>*�3G&.-, %i %;i$$*G �i+-&�$$G ;i: $';'�

�*%96,$";* $�/Fi6.> �*%4*�-G+:"$i ���+��&3�$i 5*�;36' &� <'-"6.$i 4�*#"1
+3�'0 M* *-$*��$i $� $'2�

���� 3���	��,	�i /�	,�
 �	��',��
'i�

i ���+��&3�$i 5*�;36' $�/Fi6.> 4�*-&i� �*$' _�3$&3G&.-, $� F"%4*-"�"+$.1
*;3 �'%$�<"$$i i$&"9��63 ,� 9��$'<$*9* %$�<"$$, i$&"9��6.$*�H -3;' J�'-�  ��K�

?������ �i��) �������	��i� ;�O �'96,+

bZ
a

fJxK dx R h
n�N��X
n��

fJaT hnKU J �CK

!!



������� �
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�	i) �������	��i�

bZ
a

fJxK dx R h
n�N��X
n��

fJaT hnT h��KU J �DK

������� �����) �������	��i�

bZ
a

fJxK dx R h
n�NX
n��

fJaT hnK� J � K


 #'2 5*�;36�2 ( N A �i6.�i-&. +*+�$�i�U h R Jb� aK�N A ��*��
�*2'F�� R #.*9* �69*�'&;3 -�6�+�O R R h�MJb � aK��D0 +" M A ;��-';3;

jf �JxKj $� �i+�i%�3 Va� bW�
���'; <'$*;0 4i+i$&"9��6.$3 53$�#iG fJxK %�;i$GG&. $� �3-�*�*1-&�63�
�"�"% ;�63 &*<$i-&. ;"&*+' 4�,;*�3&$'�i� �'�*�'-&*�3G&. �i+�* J+6, 96�+�'2

4i+i$&"9��6.$'2 53$�#i/K�

���� $���� �	����i�


 ��;��2 �69*�'&;3 �
��� ���
�i� 4i+i$&"9��6.$3 53$�#iG fJxK %�;i$,G&.
$� �3-�*�*16�;�$3 53$�#iG0 &*<�' %6*;3 ,�*�H %Fi9�G&.-, % �3%6�;' ���+��&3�$*�H
5*�;36' J�'-�  ��K

bZ
a

fJxK dx R h
	
fJaK T fJbK

�
T

N��X
n��

fJaT hnK


� J �@K

+" h R Jb� aK�N �
�*2'F�� R #.*9* �69*�'&;3 -�6�+�O R R h�MJb � aK���0 +" M A ;��-';3;

jf ��JxKj $� �i+�i%�3 Va� bW�
�<"�'+$*0 M* #, ���+��&3�$� 5*�;36� +�-&. &*<$" %$�<"$$, i$&"9��63 +6, F3+.1

,�*�H 6i$i/$*�H 53$�#i�H fJxK0 *-�i6.�' f ��JxK R ��

���� $���� ��	����

�
�� ������� i	
!����		� <�-&* M" $�%'��G&. �
���� -i����	�� �*<$i-&.
$�F6':"$*9* i$&"9�3��$$, 4*;i&$* %�*-&"0 ,�M* 4i+i$&"9��6.$3 53$�#iG fJxK $� �*:1
$*;3 % 4i+i$&"���6i� %�;i$'&' 4���F*6*G0 ,�� 4�'/;�O 3 �*:$'2 &�.*2 4*-6i+*�$'2
�3%6�2 %$�<"$$,0 M* %Fi9�G&.-, %i %$�<"$$,;' 4i+i$&"9��6.$*�H 53$�#i�H� �'-6* �3%6i�
3 #.*;3 ;"&*+i *F'��G&. 4��$'; J�'-�  ��K�

���+��&3�$� 5*�;36� 4���F*6 ;�O �'96,+

bZ
a

fJxK dx R
h

C

�
fJaK T fJbK T D

NX
n��

fJaT �hn� hK T �
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n��
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�
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���� B�� 7 C� ��+�0�+���� ������� R����� �!�����i�����*� �i������ y� : cos;x< +

���������& �����& y;x�< : �/�/ � � x � �� �� �i+��& �i���i
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8 ����i���� ��+�0�+�� y;x< : sin;x<9 a 8 N : ��/ b 8 N : ��/ c 8 N : ?�<
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y� R cosJxK� yJx�K R �� �
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sinJxK�
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���� B�= 7 "����� �
�����*� i���*������� +������*� �!�����i�����*� �i������

y� : �xy �� i�������i H�� ?9 �� ?J + ���������& �����& y;�� ?< : �� �B ;�i���i
�� ����i�

���i��&G. �i����� N : =/ �������� N : ?9 �����i. +�+� 7 ����� R�����/ +���-� 7

R�����8K�5i9 ������ ���� 7 ����i���� �i5���� y;x< : exp;x�<��<
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y�n R yn T hfJxn� ynK� J@� � aK
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*F;":'&'-, 5i�-*��$*G i 4*�i�$,$* $"�"6'�*G �i6.�i-&G L �i�$*;i�$* �*%4*+i6"$'2
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4���;"&��;' m R �0 � R �0 +* &*9* : �'4�+�*�i �"6'<'$' X &� Y 4�' #.*;3
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X
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���

F
X
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53$�#i�H
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���� ��� 7 C� +����i ��i�� ��0G�� ��i���� ;��
�* ��i�� N : =��<

&*F&* 4*���M�$$, &*<$*-&i *#i$*�� �'+$* &��*:0 M* $�Fi� &*<*� +*F�" *9'$�O&.-,
J;�:*�3O&.-,K %�"�23 4�,;*G�

��*�$�6i%3O;* <'-"6.$i �"%36.&�&'0 %+*F3&i $� 4i+-&��i �'-� ��E� �-�i6.�'
�i+$*-$� 4*2'F��

�V JNK R
jVN � uVidealj

Videal
J��@�K

%�6":'&. �i+ *F-,93 �'Fi��' N ,�

�V JNK � constp
N

� J��@EK

&* J�'�*�'-&*�3G<' +"-,&�*�'/ 6*9��'5;K

lg �V JNK � lg const� �
�
lgN� J��@!K

8 #.*9* �'46'��O0 M* &�$9"$- �3&� $�2'63 ;�:*�3G<*�H %�6":$*-&i �JNK �
4*+�i/$i/ 6*9��'5;i<$i/ >��6i 4*�'$"$ +*�i�$G��&' ��

�
� �*F3+3O;* #G %�6":$i-&.

$� 4i+-&��i %+*F3&'2 +�$'2� �'F"�";* +�� 4"�'5"�i/$'2 %$�<"$$, N� R �� R � @ &�
N�� R ��� R �@��DD�

�6, $'2 �"6'<'$' �i+$*-$*�H 4*2'F�' +*�i�$GG&. lg �V JN�K R ��� �C� &�
lg �V JN��K R ��� D�D�

�6, &�$9"$-� �3&� $�2'63 tg� ;�:*�3G<*�H 4�,;*�H % "�-4"�';"$&�6.$'2 +�$'2
%+*F3+";*

tg� � lg �V JN�K� lg �V JN��K
Jlog�N� � log�N��K lg �

� ��� �C T �� D�D
JE� �EK �� C���

R ���  @C� J����K

� D



� C D  @ � E ! �� �� �� �C �D � �@ �� �E �! ��
�@
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�D

�C
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�

log�N

lg �V JNK
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�
���� ��� 7 '��i� ��
�����������- ���- � +����i ��i�� ��0G�� ��i����

�+"�:�$'/ �"%36.&�& &��*: +*F�" �i+4*�i+�O /*9* &"*�"&'<$*;3 4�*&*&'430 M*
+*�i�$GO ��

�
0 ,�M* 4�'/$,&' +* 3��9' $"�"6'�3 �"6'<'$3 �� R � @� "/ �"%36.&�&

*F9�3$&*�3O %�-&*-3��$$, �'�*�'-&*�3��$*�H ;"&*+'�' *F<'-6"$$, 4*&�iF$'2 *#i$*��

8�+�;*-, &"4"� 4�'43-&';*G �"6'<'$*G � 4*2'F�' �"%36.&�&3 i �'F"�";*0
$�4�'�6�+0 � R �����

8 �'-� ��E �'+$*0 M* �'�*$�$$, �';*9' �V JNK � � R ���� 9���$&3O&.-, +6,
*F-,93 �'Fi��' N 0 M* +*�i�$GO N�� R ��� R �C����� � �"%36.&�&i �*%��23$�i�
%+*F3+";* +6, �*%�'+3 4*&�iF$*�H *#i$�' *FLO;3 #'6i$+�� YJVN��

K R �� ��C �
���'; <'$*; %$�2*+';*0 M* 4*&�iF$� *#i$�� &��� (

uVN��
R C� �D �� �� ��C � J����K

4�' #.*;3 i+"�6.$" %$�<"$$, +*�i�$GO

Videal R �R�H R C� �D� !� J����K

�*�i�$,$$, *&�';�$'2 �"6'<'$ ���%3O $� +*-&�&$.* +*-,9$"$3 &*<$i-&.�
8+*F3&i %$�<"$$, $��"+"$* 3 &�F6� ����

�3& �i+%$�<';*0 M* �*%96,$3&� %�+�<� *#i$�' ;�O ;*+"6.$'/ 2����&"� i � $"�H
�i+*;" &*<$" %$�<"$$, Videal 4*&�iF$*9* *FLO;3 #'6i$+��� �-�i6.�' $� 4���&'#i &��"
&*<$" %$�<"$$,0 ,� 4���'6*0 O $"�i+*;';0 *F<'-6"$$, lg �V JNK �'�*$3G&.0 $�4�'�6�+0
>6,2*; 4*�i�$,$$, $�-&34$*�H *#i$�' uVN i% -"�"+$.*�'Fi��*�*G *#i$�*G J4�' +�$*;3
NK�

�"�"��9' %�-&*-3��$$, ;"&*+3 �*$&"1���6* 4�' <'-"6.$*;3 i$&"9�3��$$i (
�� �"&*+ �i6.$'/ �i+ F3+.1,�'2 4�'43M"$. M*+* �"936,�$*-&i J96�+�*-&iK

4i+i$&"9��6.$*�H 53$�#i�H �F* ;i�' �H�H -�6�+$*-&i�

�  



(����� ��� 7 ��+������ ���
���� ��i�� SV ��0G�� V ��i����

�F-,9 �'Fi��' N �@ D�!@ �C���� ��DE �@
�#i$�� *FLO;� #'6i$+�� uVN �� @ �0�!� C0�CC C0�D @
�*<$'/ *FLO; #'6i$+�� Videal C0�D� ! C0�D� ! C0�D� ! C0�D� !
�*2'F�� YV JNK *#i$�' �0 E �0C �0�! �0��D�
�*9��'5; 4*2'F�' lg �V JNK A�0D � A�0D!E AC0 @! AC0��C

�� �"&*+ �*$-&�3�&'�$'/ +6, *F6�-&"/ i$&"9�3��$$, -�6�+$*�H �F* �'9�+6'�*�H
5*�;'0 � &*;3 <'-6i +6, *F6�-&"/0 ;":i ,�'2 %$�2*+,&.-, %� �'�*$�$$, +",�'2
%�+�$'2 3;*��

C� �"&*+ �*$-&�3�&'�$'/ 4�' %$�2*+:"$$i i$&"9��6i� +*�i6.$*�H ���&$*-&i0 �
&*;3 <'-6i i 4�' �"6'�*;3 <'-6i �';i�i��

�",�i $"+*6i�' ;"&*+3 (
�� �":i 4*;'6*� *F<'-6"$$, #'2 �"6'<'$ $" �'%$�<"$i +*-&";"$$*0 �*$'

;i-&,&. +",�3 �'4�+�*�i-&.�
�� �&�&'-&'<$� 4*2'F�� *+"�:3��$*�H *#i$�' -4�+�O 4*�*6i J% 4*�,+�*; -4�+�$$,

N����K0 � +6, �H�H %;"$>"$$, $"*F2i+$* -&�*�G��&' -4"#i�6.$i �69*�'&;'0 M* %�6":�&.
�i+ *-*F6'�*-&"/ %�+�<i�

C� 8 ;"&*G 4*6i4>"$$, "5"�&'�$*-&i ;"&*+3 $"*F2i+$* +6, �*:$*9* �*$��"&1
$*9* F�9�&*���&$*9* i$&"9��63 -4"#i�6.$* -&�*�G��&' ;�:*��$&3�

D� �"*F2i+$* �*�'-&3��&'-, +���<"; �'4�+�*�'2 <'-"60 4*-6i+*�$i-&. ,�'2 ;�O
+*-&�&$.* �"6'�'/ 4"�i*+ 4*�&*�"$$, i �i�$*;i�$* %�4*�$GO -&�$+��&$'/ i$&"���6�

�"&*+ �*$&"1���6* %�-&*-*�3O&.-, 4�' �*%�L,%�$$i +*-&�&$.* >'�*�*9* �6�-3
*F<'-6G��6.$'2 %�+�<� �"�"+ $'2 ;*:$�0 � +*4*�$"$$, +* �:" ���%�$'20 �i+%$�<'&' (

9"$"��#iG �'4�+�*�'2 4�*#"-i� &� 4*6i�U
%$�2*+:"$$, �*%�L,�i� +'5"�"$#i�6.$'2 �i�$,$.U
;*+"6G��$$, "�*6G#i�H -�6�+$'2 -'-&";0 +* ,�'2 O $"+*#i6.$'; %�-&*-3��$$,

�$�6i&'<$'2 ;"&*+i� &� F�9�&* i$�

#���� 2������� �� ����	���	�, 	����,

��F*��&*�$� �*F*&� �*%��2*��$� $� <*&'�' 9*+'$' i ;i-&'&. +�� %��+�$$,�

� " & # " ) ) ( �

��6�+i&. 4�*9��;3 9"$"�3��$$, $*�;�6.$* �*%4*+i6"$'2 �'4�+�*�'2 <'-"6 %�
+�*;� ;"&*+�;' (

%� ;"&*+*; 3-"�"+$"$$, J����KU
%� ;"&*+*; 53$�#i*$�6.$'2 4"�"&�*�"$. J���CK�

����;"&�'0 M* %�+�G&.-,0 O *F-,9 �'Fi��' N 0 -"�"+$O %$�<"$$, m i
-"�"+$.*���+��&'<$" �i+2'6"$$, ��

�*F3+3/&" 9i-&*9��;3 *&�';�$*�H �'Fi��'0 �'F���>' $�6":$'; <'$*; �� 4i+i$1
&"���6i� *F6�-&i 4"�"96,+3 %� ��93;"$&*;�

� @



�*�i�$,/&" -"�"+$i/ &"�;i$0 $"*F2i+$'/ +6, *&�';�$$, �'Fi��' 5i�-*��$*9*
*F-,93 N R ��� +�*;� �i%$*;�$i&$';' ;"&*+�;' J����K i J���CK�

�"�i")*�

�K N R ����U � R �0� U m R �0�U
FK N R ����U � R �0��U m R �0�U
�K N R ����U � R �0��U m R �0�U
9K N R ����U � R �0� U m R �0�U
+K N R ����U � R �0��U m R �0�U
"K N R ����U � R �0��U m R �0��

� " & # " ) ) ( �

��6�+i&. 4�*9��;3 *F<'-6"$$, 4"�$'2 i$&"9��6i� ;"&*+*; �*$&"A���6*� �*1
-6i+i&. &*<$i-&. *F<'-6"$$, i$&"9��6i� %�6":$* �i+ *F-,93 �'Fi��' K� �F;":&"-.
4�' #.*;3 %$�<"$$,;' N R � �0  ��0 ����0 ����0 D���0 E���0 �@���

�"�i")*�

�K a R �0�U b R �0�U fJxK R ��  xT x � lnJxKU
FK a R �0�U b R C0�U fJxK R lnJxT �K�xU
�K a R �0�U b R �0�U fJxK R �� @x� lnJxKU
9K a R �0 U b R �0 U fJxK R Jx� T �K sinJx� ��  KU
+K a R �0�U b R C0�U fJxK R x� cosJx�DKU
"K a R �0�U b R �0�U fJxK R CxT lnJxK�

� "%i& � #$ $+$�,!-))( �$.$*�

8�i& 4�* �'�*$�$3 �*F*&3 ;�O ;i-&'&' (
�K %;i-& %��+�$$,U
�K �'�*�'-&�$i 5*�;36'U
CK &"�-& 4�*9��;'U
DK 4�*&*�*6 �'�*$�$$, <'-"6.$'2 "�-4"�';"$&i� *F<'-6"$$, i$&"9��6i� %

�'�*�'-&�$$,; ;"&*+3 �*$&"1���6* %9i+$* % %��+�$$,;U
 K i$&"�4�"&�#iG *&�';�$'2 �"%36.&�&i��

#���� 2������� ��� ��	��i	'


�� �*%��'/&" -3&. ;"&*+3 �*$&"1���6*� ��*�$�6i%3/&" %Fi:$i-&. -&�&'-&'<$'2
*#i$*� +* i-&'$$*9* %$�<"$$, � %�6":$*-&i �i+ �"6'<'$' *F-,93 �'Fi��'�

�� ���:i&. 4"�"��9' i $"+*6i�' ;"&*+3 �*$&"1���6*�
C� �*�i�$,/&" -4*-*F' %$�2*+:"$$, %$�<"$. 4"�$'2 i$&"9��6i�0 *-$*��$'2 ( �K

$� ;"&*+i �*$&"1���6*U FK $� ;"&*+i 4�,;*�3&$'�i��
D� 8�4�*4*$3/&" ���i�$&' �*%96,$3&'2 �69*�'&;i�0 M* +*%�*6,&. *+"�:3��&'

�'4�+�*�3 *#i$�3 �*%�L,%�3 %�'<�/$*9* +'5"�"$#i�6.$*9* �i�$,$$,� ��*�$�6i%3/&"
*��";* �'4�+�' %�+�<i % 4*<�&�*�';' &� ;":*�';' 3;*��;'�

� �
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 � �"�"�i�&" -4���"+6'�i-&. 5*�;36 J����K� 8$�/+i&. -"�"+$O %$�<"$$, i +'-4"�1
-iG �'4�+�*�'2 �"6'<'$0 M* *+"�:3G&.-,�

@� �'�*�'-&*�3G<' ;"&*+ �*$&"1���6*0 -�6�+i&. 4�*9��;3 *F<'-6"$$, 46*M
5i93�0 *F;":"$'2 %�+�$';' 4*�"�2$,;' G� �"�"�i�&" 4���'6.$i-&. *F<'-6"$. $�
4�'�6�+i *#i$�' 46*Mi 5i93�' S0 M* *F;":"$� $� 46*M'$i x�y ��'�';' ( �� � x � �0
y R x��D0 y R x�0 y R JxT DK�C J�i+4*�i+.( S R �!�@K�

�� �'�*�'-&*�3G<' ;"&*+ �*$&"1���6*0 -�6�+i&. �69*�'&; &� 4�*9��;3 *F<'-1
6"$$, *FLO;i� &i60 *F;":"$'2 %�+�$';' 4*�"�2$,;' G� �"�"�i�&" 4���'6.$i-&. *F<'-1
6"$. $� 4�'�6�+i *#i$�' *FLO;3 V &i6�0 *F;":"$*9* 3 4�*-&*�i 4*�"�2$,;' z� R xy0
x R �0 x R �0 y R �0 y R � J�i+4*�i+. ( V R ���K�

E� �'�*�'-&*�3G<' ;"&*+ �*$&"1���6*0 -�6�+i&. 4�*9��;3 *F<'-6"$$, 46*Mi
46*-�*�H 5i93�'0 *F;":"$*G �i--G �F-#'- &� ���*G -'$3-*�H+' sinJxK $� i$&"���6i V�U �W
J�'-� ��!K� ��*�$�6i%3/&" �"6'<'$3 *F-,93 �'Fi��' N 0 M* $"*F2i+$� +6, +*-,9$"$$,
%�+�$*�H &*<$*-&i � *F<'-6"$.�

!� 8�4�*4*$3/&" -2";30 *-$*��$3 $� ;"&*+i �*$&"1���6*0 +6, *+"�:�$$, *#i$*�
*-*F6'�'2 i$&"9��6i�� ��*�$�6i%3/&" &��i �'4�+�' (

*-*F6'�i-&. � *+$*;3 �F* � *F*2 ;":�2 i$&"9�3��$$,U
*-*F6'�i-&. � 4i+i$&"9��6.$*;3 �'��%i�
��� 
 -"�"+'$i %�+�$*9* ��39� �'4�+�*�* �'F'��G&.-, &*<�' A i B� �4'>i&.

�69*�'&; *#i$�' -"�"+$.*�H �i+-&�$i AB�
��� 
 -"�"+'$i %�+�$*9* &�'�3&$'�� % �"�>'$�;' A�B�C �'4�+�*�* �'F'1

��O&.-, &*<�� D� �4'>i&. �69*�'&; *#i$�' -"�"+$.*�H �i+-&�$i AD�
��� 8�4�*4*$3/&" �*%�'&*� �*%96,$3&'2 �69*�'&;i�0 M* +*%�*6'&. %Fi6.>'&'

>�'+�i-&. %Fi:$*-&i �'4�+�*�*�H *#i$�' +* i-&'$$*9* %$�<"$$,�
�C� 8�4�*4*$3/&" -2";30 *-$*��$3 $� ;"&*+i �*$&"1���6*0 +6, *&�';�$$, *#i$*�

+*�:'$' %�+�$'2 ��'�'2 $� 46*M'$i� ��*�$�6i%3/&" �'4�+*� �*6�0 "6i4-� &� +i6,$�'
4���F*6'�

�D� ;��� � "�)i�
��� �"2�/ -5"�� *4'-�$� #'6'$+�*;� �i+*;*0 M* �i+$*>"$$, 
�H2 *FLO;i� +*�i�$GO �=C� �*�'-&3G<'-. ;"&*+*; -&�&'-&'<$'2 i-4'&i�0 %�4�*4*$3/&"
*F<'-6G��6.$3 -2";3 %$�2*+:"$$, *#i$�' u �i+$*>"$$, �
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 %�9�6.$*;3 �'4�+�3 ���
�
	�i���	
 �i�	�		� �  ���		�) ��)i�	�) ���!�!�
������� % +�*;� $"%�6":$';' %;i$$';' x &� y ;�O �'96,+

F Ju� ux� uy� uxx� uxy� uyyK R �� JE��K

+" u A 53$�#i,0 >* �i+>3�3O&.-,0 ux0 uy A 4"�>i <�-&'$$i 4*2i+$i0 uxx0 uxy0 uyy A +�39i
<�-&'$$i 4*2i+$i 4* ��93;"$&�2 x &� y� 9���1����� �i�$,$$, JE��K $�%'��O&.-, 53$�#i,
u R uJx� yK0 M* 4"�"&�*�GO #" �i�$,$$, $� &*&*:$i-&.�

�i�$,$$, JE��K $�%'��O&.-, �i	i�	��0 ,�M* �*$* 4"�>*9* -&"4"$, �i+$*-$*
>3��$*�H 53$�#i�H uJx� yK &� �-i2 �H�H 4*2i+$'20 &*F&* �*$* ;*:" F3&' %�4'-�$" 3 �'96,+i

AJx� yKuxx T �BJx� yKuxy T CJx� yKuyy T

T aJx� yKux T �bJx� yKuy T cJx� yKu R fJx� yK� JE��K

+" �*"5i#iO$&' A0 B0 C &� a0 b0 c0 � &��*: 53$�#i, f ;*:3&. %�6":�&' 6'>" �i+ x
&� y� Z�M* �*"5i#iO$&' A0 B0 C &� a0 b0 c $" %�6":�&. �i+ ��93;"$&i� x &� y0 &*
�i�$,$$, JE��K O 6i$i/$'; +'5"�"$#i�6.$'; �i�$,$$,; %i -&�6';' �*"5i#iO$&�;'�

��' �$�6i%i +'5"�"$#i�6.$'2 �i�$,$. � <�-&'$$'2 4*2i+$'2 �*%96,+�G&.
�"6'<'$3 D R AC � B� A �������i	�	 �i�$,$$,� 8�6":$* �i+ /*9* %$��3
+'5"�"$#i�6.$" �i�$,$$, JE��K $�6":'&. +* *+$*9* % &��'2 &'4i� (

D 
 � A 
�i�� 	�� &'40
D R � A �������i 	�� &'40
D � � A !i�
����i 	�� &'4
&�0 ,�M* D $" %F"�i9�O -&�6*9* %$��30 A ��i��	�� &'4�

%��� *�	����i��i �
/�	���i����i 	i������

� ����
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" ��"i��
"

8�-&*-3��$$, <'-"6.$'2 ;"&*+i� +6, %$�2*+:"$$, �*%�L,%�i� +'5"�"$#i�6.$'2
�i�$,$. � <�-&'$$'2 4*2i+$'2 2����&"�'%3O&.-, �"6'�*G �i%$*;�$i&$i-&G�

��6i F3+";* �*%96,+�&' +'5"�"$#i�6.$i �i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'2 4���1
F*6i<$*9* &'43�

� !



�'5"�"$#i�6.$" �i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'2 3 %�9�6.$*;3 �'4�+�3 ;�O $"1
-�i$<"$$3 ;$*:'$3 �*%�L,%�i�� �6, %$�2*+:"$$, �*$��"&$*9* �*%�L,%�30 4*�L,%�$*9*
% 5i%'<$';0 &"2$i<$'; �F* "�*$*;i<$'; 4�*#"-*;0 +* �i�$,$$, $"*F2i+$* �'-3$3&'
+*+�&�*�i 3;*�'�

, +*+�&�*�� i$5*�;�#i, <�-&* ;�O �'96,+ �� ������� ����� �F* �������)
.�
&���)0 �����


;*��0 M* -&*-3O&.-, 4*<�&�*�*9* ;*;"$&3 <�-30 $�%'��O&.-, �� �����$�

;*�'0 M* -&*-3G&.-, 5i�-*��$*9* %$�<"$$, �**�+'$�& J,� 4���'6*0 #" �**�+'1

$�&' ;":*�'2 &*<*�K0 $�%'��G&.-, �
&������
�*%96,$";* *+$*�i+$'/ &*$�'/ -&�':"$.0 M* �*%;iM"$'/ 3%+*�: *-i �x�

�";4"��&3�� T R T Jx� tK &*<�' % �F-#'-*G x +6, �*:$*9* ;*;"$&3 <�-3 t %�+*�*6.$,O
�i�	�		$ 
�������i�	��i

TtJx� tK T qTxxJx� tK R fJx� tK� JE�CK

+" q A -&�6�0 ,�� %�6":'&. �i+ ,�*-&i ;�&"�i�63 -&�':$, &� fJx� tK A 53$�#i,0 4*�L,%�$�
% �*%4*+i6*; +:"�"6� &"46*&'�

�"2�/ 3 4*<�&�*�'/ ;*;"$& <�-3 t R � %�+�$* �*%4*+i6 &";4"��&3�' �%+*�: *-i
�x

T Jx� �K R T�JxK JE�DK

i %��*$' %;i$' &";4"��&3�' $� ;":�2 xmin R � &� xmax R L (

T J�� tK R �JtK� JE� aK

T JL� tK R �JtK� JE� bK

8$�2*+:"$$, �*%�L,%�3 T R T Jx� tK �i�$,$$, JE�CK0 ,�" %�+*�*6.$,O 3;*��;
JE�DKAJE� K0 $�%'��O&.-, ���� 
$ /��i�


 %�+�<i �*>i 4*&�iF$* %$�/&' �*%4*+i6 &";4"��&3�' T R T Jx� tK 3%+*�:
-&�':$, � F3+.1,�'/ ;*;"$& <�-3 t�

%��� $���� �i��' 	�1�7�1,����� ��	����i�����

�
/�	���i������� 	i������ � ����
��
" ��"i��
"

��/4*>'�"$i>'; <'-"6.$'; ;"&*+*; �*%�L,%�$$, 4���F*6i<$*9* +'5"�"$#i�6.1
$*9* �i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'2 O �i	�
��'�i�	��
��� �
�� �i���

�*%96,$";* #"/ ;"&*+ $� 4�'�6�+i %�'<�/$*9* �i�$,$$,

TtJx� tK R TxxJx� tK JE�@K

% 3;*��;' JE�DK &� JE� K� �6, #.*9* �'�*�'-&�O;* 4�*-&*�*�*1<�-*�3 -'-&";3
�**�+'$�& Jx� tK� 
 4i�-;3%i t 
 �0 � � x � L 4*F3+3O;* �������	� �i�� J�'-� E��K

x R xn R nh� n R �� �� �� � � � � N�

t R tm R m�� m R �� �� �� � � � �M�

JE��K
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+" h R L�N A ��*� 3%+*�: *-i x &� � R h��� A ��*� 3%+*�: *-i t�
�6, $�F*�3 4�*-&*�*�*1<�-*�'2 �3%6i� 3 4�,;*�3&$i/ -i&#i 4*%$�<';*

T Jxn� tmK R Tn�m� JE�EK
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�x�
Tn�m � �

h�
JTn���m � �Tn�m T Tn���mK �

JE�!K

�*+i0 %�;i$GG<' �i�$,$$, JE�@K �i$#"�*1�i%$'#"�'; �i�$,$$,;0 *+"�:3O;*
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�
JTn�m�� � Tn�mK R

�
h�

JTn���m � �Tn�m T Tn���mK�

M* +�O
Tn�m�� R Tn� mT

�

h�
JTn���m � �Tn�m T Tn���mK� JE���K

8 JE���K F�<';*0 M* �*6' �i+*;i %$�<"$$, 53$�#i�H T Jx� tK 3 &*<��2 m19* >��3
t R m� 0 &* %� +*4*;*9*G #iO�H 5*�;36' ;*:$� �
���
		� *F<'-6'&' %$�<"$$, T Jx� tK
3 &*<��2 $�-&34$*9* Jm T �K19* >��3 t R Jm T �K� � �6, 4*<�&�*�*9* >��3 t R �
%$�<"$$, T Jx� tK �'%$�<�G&.-, % 4*<�&�*�'2 3;*� i% %�+�$*G 53$�#iOG T� (

T Jxn� �K R T�JxnK� n R �� �� � � � � N� JE���K

�6, %$�<"$. 53$�#i�H T Jx� tK 3 ;":*�'2 �3%6�2 J�� tmK �'�*�'-&*�3G&.-, ;":*�i 3;*�'

T J�� tmK R �JtmK� T JL� tmK R �JtmK� m R �� �� � � � �M� JE���K
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���� ��@ 7 R���&�i� �������� ������ P ;x� t< : jV;x� t<j� �
�����*� ��+�0�+�� �!�%

����i�����*� �i������ W����*��� � ��
���- ��-i��- i��	V�	t : �� ? 	�V�	x� � x�V

� ������i��i V ;x< : x� + ���������& �����& V;x� �< : sin;�x< exp;��� ?x�< ;���� ��*�%

���� . h : �/�?9 � : �/���<


;*�� -&�#i*$��$*-&i j����j� R � ;�O ;i-#" &i6.�'0 ,�M* �'�*$3O&.-,
�q��h� � ��

�&:"0 +6, -&�#i*$��$*-&i �*%�L,%�$$, �i�$,$$, JE��EK %� +*4*;*9*G �4�*�-';�#i�H
JE��!K 4*&�iF$" �'�*$�$$, $"�i�$*-&i

� � ��  h��q� JE�CDK

,�� 4*�L,%3O <�-*�'/ &� 4�*-&*�*�'/ ��*�'�
I$5*�;�#i/$" &���&3��$$, *+"�:�$*9* -4i��i+$*>"$$, 3 &*;30 M* <�-*�'/

$�-6i+*� $" ;*:" �i+F3&'-, ��$i>"0 $i: 4*+iO 4�*-&*�*�� 4�'<'$��
�� �'-� E�! 4*��%�$* 4�'�6�+ �*%�L,%�$$, 4���F*6i<$*9* +'5"�"$#i�6.$*9*

�i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'2

i���|��t R ��  ��|��x� � x�|

% 4*<�&�*�*G 3;*�*G |Jx� �K R sinJ�xK expJ���  x�K 3 4*&"$#i�6i V JxK R x�� �6,
�69*�'&;3 F36' �'F��$i ��*�'( h R �� � 0 � R �� ����

%�%� 2������� �� ����	���	�, 	����,

��F*��&*�$� �*F*&� �*%��2*��$� $� <*&'�' 9*+'$' i ;i-&'&. +�� %��+�$$,�

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 %$�2*+:"$$, <'-"6.$*9* �*%�L,%�$$, 4���F*6i<$*9* +'5"1
�"$#i�6.$*9* �i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'20 �'�*�'-&*�3G<' �i$#"�*1�i%$'#"�'/
;"&*+ -i&*��

�@!




 4i�-;3%i � � t � tmax &� � � x � xmax %� +*4*;*9*G 4�*9��;' %$�/+i&.
$�F6':"$'/ �*%�L,%*� �i�$,$$,

�T

�t
R

��T

�x�

% 4*<�&�*�*G 3;*�*G T Jx� �K R VJx� aK� T a�W���

 4�*9��;i 4*�'$"$ F3&' �'�*�'-&�$'/ �69*�'&; JE�!K�
�2i+$i +�$i +* 4�*9��;' (
x�0 xmax A 6i�� &� 4���� ;":i 4�*-&*�*�*9* >��3U
t�0 tmax A 4*<�&�*�'/ &� �i$#"�'/ <�-*�i ;*;"$&'U
N A �i6.�i-&. 4�*-&*�*�'2 �3%6i�U
a0 q A 4���;"&�' %�+�<iU
uJx�� tK R �JtK &� uJxmax� tK R �JtK A ���/*�i 3;*�'�
�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. %$�<"$$, >3��$*�H 53$�#i�H�

�"%36.&�&' *5*�;'&' 9��5i<$*�

�"�i")* �

x� R �0�U xmax R @0�U t� R �0�U tmax R �0�U N R � U
a R �0�U �0�U C0�U q R �0��U �0��U �0�DU �0�@U �0�EU �0��U �0��U
�JtK R �0CU �JtK R �0��

�"�i")* �

x� R �0�U xmax R ��0�U t� R �0�U tmax R �0 U N R � U
a R C0�U  0�U �0�U q R �0��U �0��U �0�DU �0�@U �0�EU �0��U �0��U
�JtK R �0CU �JtK R �0��

�"�i")* �

x� R �0�U xmax R ��0�U t� R �0�U tmax R �0�U N R � U
a R @0�U ��0�U �D0�U qR �� ��U �� ��U �� �DU �� �@U �� �EU �� ��U �� ��U
�JtK R �0CU �JtK R �0��

� " & # " ) ) ( �

��4'>i&. 4�*9��;3 %$�2*+:"$$, <'-"6.$*9* �*%�L,%�$$, 4���F*6i<$*9* +'5"1
�"$#i�6.$*9* �i�$,$$, � <�-&'$$'2 4*2i+$'20 �'�*�'-&*�3G<' �i$#"�*1�i%$'#"�'/
;"&*+ -i&*��

8� +*4*;*9*G 4�*9��;' %$�/+i&. 3 4i�-;3%i � � t � tmax0 � � x � xmax

$�F6':"$'/ �*%�L,%*� �i�$,$$,

�

�t
U R �

�

�x
JxUK T q

��

�x�
U

% 4*<�&�*�*G 3;*�*G UJx� �K R expV���Jx���xmaxK�W &� $36.*�*G ;":*�*G 3;*�*G�

 4�*9��;i 4*�'$"$ F3&' �'�*�'-&�$'/ �69*�'&; JE��EK�
�2i+$i +�$i +* 4�*9��;' (
x�0 xmax A 6i�� &� 4���� ;":i 4�*-&*�*�*9* >��3U
t�0 tmax A 4*<�&�*�'/ &� �i$#"�'/ <�-*�i ;*;"$&'U

���



N A �i6.�i-&. 4�*-&*�*�'2 �3%6i�0
�0 q A 4���;"&�'�
�"%36.&�& �*F*&' 4�*9��;' A ;�-'�0 M* ;i-&'&. %$�<"$$, >3��$*�H 53$�#i�H�

�"%36.&�&' *5*�;'&' 9��5i<$*�
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