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This textbook contains tasks on Mathematical Statistics sorted according to the topics
of the course, theoretical information that is necessary for solving the tasks- examples of the
solutions�

This textbook is created for students on Applied Mathematics� It can also be useful for

students on Mathematics- Physics- Engineering and Economy�

�8! $$! ��E8! � ! 	0E80�;�! F� (�)�!

��	 ������

ISBN �������������

c� 
!�! ��)<�(0?�0802 �� � ;!



����������

��&-&(0& C

 ! �/(��(+& 6�(.*0. 0 )�-�G0 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 %
 ! ! ��&-<&* 0 )�-�G0 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 � � � � � � � � � � � � � � %
 !�! :&(&��8�(�. 0 �+E���G(�. /����56(�/*0 � � � � � � � � � � � � � � � � �  �
 !A! �*�*0/*0G&/�01 �.- � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �
 !F! H<60�0G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  A
 !$! :��70G&/��& 0)�E��=&(0& /*�*0/*0G&/�04 �.-�� � � � � � � � � � � � � �  $
 !C! ��0<&� ;��70G&/��1 �E��E�*�0 �+E���G(�1 0(7��<�'00 � � � � � � � �  "
 !"! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 !J! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
 !%! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A�
 ! �! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � AA

�! �6&'0�8�(+& )���(+ ��/6�&-&8&(0. <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 AF
�! ! ���<�8�(+1 )���( :�5//� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � AF
�!�! �0/*&<+ (��<�8�(+4 /85G�1(+4 �&80G0( � � � � � � � � � � � � � � � � � A%
�!A! :�<<�375(�'0. H18&�� 0 &L /��1/*��! :�<<�3��/6�&-&8&(0& � � � � � � F 
�!F! ��/6�&-&8&(0& �� M403���-��*O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � FA
�!$! ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � FC
�!C! ��/6�&-&8&(0& P0?&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � F%
�!"! ��/6�&-&8&(0& ��8<�;����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�
�!J! ��/6�&-&8&(0& 	&�(5880 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $ 
�!%! ��/6�&-&8&(0& �5�//�(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $A
�! �! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $C
�!  ! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C�
�! �! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CF
�! A! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C$

A! �*�*0/*0G&/��. *&��0. �'&(0��(0. 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0. C"
A! ! ��/*�(���� )�-�G0 �'&(0��(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C"
A!�! �&6���<&*�0G&/��& 0 6���<&*�0G&/��& �'&(0��(0&!

�*�*0/*0G&/�0& �'&(�0 0 04 /��1/*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CJ
A!A! �&*�- <�<&(*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
A!F! �&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
A!$! ��G&G(+& �'&(�0 (&0)�&/*(+4 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0. � � � � � � � "A
A!C! �(*&���8�(+& �'&(�0 6���<&*��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "F
A!"! #��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.

(��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ / 0)�&/*(�1 -0/6&�/0&1 � � � � � � � � "C
A!J! #��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.

(��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ 6�0 (&0)�&/*(�1 -0/6&�/00 � � � � � � J�
A!%! #��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�(&(0.

(��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � J�

A



A! �! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JA
A!  ! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %F
A! �! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %"
A! A! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %J

F! �*�*0/*0G&/��. 6���&��� 6���<&*�0G&/�04 ;06�*&) %%
F! ! ��/*�(���� )�-�G0! �/(��(+& �6�&-&8&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � %%
F!�! �*�*0/*0G&/�01 ��0*&�01 )(�G0<�/*0 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ � �  ��
F!A! �?0E�02 -�65/��&<+& 6�0 6���&��& ;06�*&)!


���&(� )(�G0<�/*0 /*�*0/*0G&/��;� ��0*&�0. � � � � � � � � � � � � �  �$
F!F! ����&��� ;06�*&) � <�*&<�*0G&/��< �=0-�(00 � � � � � � � � � � � � � �  �%
F!$! ����&��� ;06�*&) ���&(/*�� <�*&<�*0G&/�04 �=0-�(01

-�54 (��<�8�(+4 /85G�1(+4 �&80G0( � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   �
F!C! ����&��� ;06�*&) � -0/6&�/00 (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ � � � �   $
F!"! ����&��� ;06�*&) � -0/6&�/0.4 -�54 (��<�8�(+4 /85G�1(+4 �&80G0(   C
F!J! ����&��� ;06�*&) � -0/6&�/0.4 (&/��8��04 (��<�8�(+4 �&80G0( � � �   J
F!%! ����&��� ;06�*&) � 6���<&*�& E0(�<0�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �  ��
F! �! ����&��� ;06�*&) � <�*&<�*0G&/�04 �=0-�(0.4 (&/��8��04

(��<�8�(+4 �&80G0( <&*�-�< �-(�7��*��(�;� -0/6&�/0�((�;� �(�80)�  ��
F!  ! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �F
F! �! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  A$
F! A! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  A"
F! F! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  AJ

$! �*�*0/*0G&/��. 6���&��� (&6���<&*�0G&/�04 ;06�*&)  A%
$! ! �/(��(+& 6�(.*0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  A%
$!�! ��0*&�01 /�;8�/0. �� �0�/�(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  F�
$!A! ��0*&�01 /�;8�/0. � ��8<�;����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  F�
$!F! ��0*&�01 )(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  FF
$!$! �&*�-0G&/�0& 5��)�(0. 6� 6�0<&(&(0K ��0*&�0&� /�;8�/0. � � � � � �  F$
$!C! ��)�&�(5*+1 6�0<&� �E��E�*�0 -�((+4

-8. (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  FJ
$!"! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  $"
$!J! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  CC
$!%! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  " 
$! �! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  "�

C! �0(&1(+1 �&;�&//0�((+1 �(�80)  "A
C! ! ��-�G0 �&;�&//0�((�;� 0 ����&8.'0�((�;� �(�80)� � � � � � � � � � � � �  "A
C!�! �&��.*(�/*(�& ��&-&(0& � �&;�&//0�((+1 �(�80) � � � � � � � � � � � � �  "C
C!A! �0(&1(�. �&;�&//0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  "J
C!F! ��9770'0&(* ����&8.'00 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  J 
C!$! ����&��� ;06�*&) � )(�G0<�/*0 ��9770'0&(*� ����&8.'00 � � � � � � �  JC
C!C! �'&(�� *�G(�/*0 (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(��

��9770'0&(*�� 80(&1(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 � � � � � � � � � � � � �  % 
C!"! �0(&1(+1 �&;�&//0�((+1 �(�80) <&=-5 -�5<. 6&�&<&((+<0 � � � � �  %A
C!J! ��0<&�+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

F



C!%! ��-�G0 -8. �&?&(0. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
C! �! ��-�(0& (� 6���*0G&/�5K ��E�*5 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � C
C!  ! ��-�(0. -8. 6���&��0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "

��08�=&(0& � %
�! ! �6����G(+& *�E80'+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %

�60/�� 80*&��*5�+ �A 

$



���	����

��*&<�*0G&/��. 0 6�0�8�-(�. /*�*0/*0�� ?0���� 0/6�8�)5&*/. � (�5�&2 9��3
(�<0�&2 *&4(0�&2 <&-0'0(& 0 -�5;04 �E8�/*.4 E8�;�-��. &L 6�/*�.((�<5 ��)�0*0K2
� *�< G0/8& 6��;��<<(�<5!

��&-&(0. (� 6&�/6&�*0�5 0)5G�&* ������ ������������2 � �&*��/6&�*0�(+&
/�&-&(0. D ��
������
!

�&��0. �&��.*(�/*&1 D 9*� �-0( 0) ��)-&8�� G0/*�1 <�*&<�*0�0! �*��0*/. 9*�
*&��0. -&-5�*0�(�2 0/4�-. 0) (&��*��+4 ��/0�< 0 6�&-6�8�=&(01! ��0E�8&& /*��;01
6�-4�- /�.)�( / 0/6�8�)���(0&< *&��00 <(�=&/*�2 *&��00 <&�+ 0 0(*&;��8� �&E&3
;�! �E+G(� (�G0(�K* / 6�/*��&(0. �98&<&(*��(�1 *&��00 �&��.*(�/*&1�2 � ��*���1
��//<�*�0��K*/. /85G�1(+& /�E+*0. / ��(&G(+< G0/8�< 0/4�-��! ��*&< *&��0. ��/3
6��/*��(.&*/. (� /85G�12 ��;-� G0/8� ��)<�=(+4 0/4�-�� E&/��(&G(�! ��0<&(&(0&
*&��&< � �&?&(0K ��)80G(+4 )�-�G *&��00 �&��.*(�/*&1 /�.)�(� / 0/6�8�)���(0&<
/�G&*�(012 6&�&/*�(����2 �6&��'01 /5<<0����(0. 0 0(*&;�0����(0.! ��0<&(.&<+&
� *&��00 �&��.*(�/*&1 <&*�-+2 *��0&2 (�6�0<&�2 ��� 6�&�E��)���(0& ��68�/�2 0/3
6�8�)5K*/. 0 � -�5;04 ��)-&8�4 <�*&<�*0�0!

� 6��*0��6�8�=(�/*� *&��00 �&��.*(�/*&1 /*�*0/*0�� D 9*� ��)-&8 6�0�8�-(�1
<�*&<�*0�0! #8. (&L 4����*&�(� ;8��(+< �E��)�< 0(-5�*0�(�& 6�/*��&(0&2 6�/��8�3
�5 � 9*�< /85G�& <+ 0-&< � �E��*(�< (�6���8&(00 D �* (�E8K-&(0. /�E+*0. � ;06�3
*&)&! ��0 9*�< (�?� ��;5<&(*�'0. �/(��+��&*/. (� �+��-�4 *&��00 �&��.*(�/*&12
�/&/*���((&& )(�(0& ��*���12 *��0< �E��)�<2 ���)+��&*/. /��&�?&((� (&�E4�-0<+<!

� � 0 < & �  ! �����	�� ������ ������ ������	������ ��;-� 6�-E��/+��&*/.
<�(&*�2 *� 0<&&*/. 0)�&/*(�. �&��.*(�/*� p2 G*� �+6�-&* ���&8�2 0 �&��.*(�/*�  �p2
G*� �+6�-&* ��&?���! ������ �&��.*(�/*� *�;�2 G*� � �&)58�*�*& N E��/�(01 ���&8�
�+6�-&* n ��)Q

�/6�8�)5. E0(�<0�8�(�& ��/6�&-&8&(0&2 <+ 6�85G0< /8&-5KR01 �&)58�*�*,

Pr MnO U Cn
Np

nM � pON�n�

� � 0 < & � �! �����	�� ������ �������������� ����������� ��(&*�
6�-E��/+��&*/. N ��)2 6�0 9*�< ���&8� �+6�-�&* n ��)! �*� <�=(� /��)�*� �
(&0)�&/*(�< 6���<&*�& pQ

�G&�0-(�2 (&8�). (�-&.*�/. 6�85G0*� (� 9*�* ��6��/ /*�8� =& �6�&-&8&((+1
�*�&*2 G*� 0 � 6�&-+-5R&< /85G�&! � /�<�;� (�G�8� <+ )(�&<2 G*� � � p �  ! ���<&
*�;�2 p �U �2 &/80 n �U �2 0 p �U  2 &/80 n �U N !

��//<�*�0< 6�(.*0& 	��
���� ����������
	� � �	���	�� 6���<&*��! � -�((�<
/85G�& <+ <�;80 E+ /��)�*�2 G*� 	��
���� ����������
	�� �	���	�� p ���	� n�N !
��*&< /8&-���8� E+ ��//<�*�&*� 0 -�5;0& /*�8� =& 6���-�6�-�E(+& )(�G&(0. p! �

C



�&)58�*�*& 6�85G0< <�8+1 0(*&���8

p� � n�N � p��

��*��+12 ��� <+ (�-&&</.2 E5-&* /�-&�=�*� 0/*0((�& )(�G&(0& p!
�5/*� �p U p� � p�! �&< E�8�?& �p2 *&< / E�8�?&1 -�/*��&�(�/*�K p

6�6�-&* � 5��)�((+1 0(*&���8! � -�5;�1 /*���(+2 E�8&& ?0���01 0(*&���8 -�&*
(�< <&(�?5K 0(7��<�'0K �*(�/0*&8�(� /�<�1 �&80G0(+ p! ���0< �E��)�<2 �
/*�*0/*0G&/��< �(�80)& �/&;-� 6�0/5*/*�5&* 6�0('060�8�(�. (&�6�&-&8&((�/*�! �+
<�=&< �� �/.��< /85G�& ��//G0*+��*�2 G*� �'&(0< 9*5 (&�6�&-&8&((�/*�!

� /*�*0/*0G&/�0< <&*�-�< 6�0E&;�K* � *&4 /85G�.42 ��;-� 6�04�-0*/. ��/3
/<�*�0��*� (& &-0(0G(+&2 � <�//��+& .�8&(0.! �&��0G(�1 �E��E�*��1 /�&-&(01 )�3
(0<�&*/. �ER�. /*�*0/*0��2 � �E��E�*��1 /�&-&(01 (� �/(��& 6�0<&(&(0. <�*&<�*03
G&/�04 <&*�-�� D 

��

������
� ��
������
! ��/8&-(.. .�8.&*/. (�5��1 � <&*�-�4
��80G&/*�&((�;� �(�80)� <�//��+4 .�8&(01!

�&��+& ?�;0 6� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& E+80 /-&8�(+ � XVIII �!2 �(0
E+80 /�.)�(+ /� /*�*0/*0��1 (���-�(�/&8&(0. 0 / ��6��/�<0 /*��4���(0.! � ��('&
XVIII �! (�G�8�/� /&��L)(�. ��E�*� 6� *&��00 �?0E�� 0)<&�&(012 6�0�&-?�. �
(�G�8& XIX �! � /�)-�(0K -�8&�� 6��-�0(5*+4 &L �/(��! 	0�8�;0G&/�0& 0//8&-���(0.
6�/85=080 � XIX �! *�8G��< -8. 6�/*�(���0 <(�;�G0/8&((+4 ��6��/��2 6�0�&-?04
� (�G�8& XX �! � �+-&8&(0K <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 � �/�E5K (�5�5! �&1G�/
<�*&<�*0G&/��. /*�*0/*0�� 6�0<&(.&*/. E5���8�(� �� �/&4 /7&��4 G&8��&G&/��1
-&.*&8�(�/*0! �+65R&(� �;��<(�& ��80G&/*�� 80*&��*5�+2 �/�&R�KR&1 <&*�-+
<�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 ��� �ER&;�2 *�� 0 /6&'0�80)0����((�;� (�6���8&(0.!

�)-�(0& 6� /��&<5 )�<+/85 6�&/8&-5&* �/(��(5K '&8� , -�*� /*5-&(*�< 5-�E3
(+1 -8. ��E�*+ 0 6���*0G&/�0 �6��E0����((+1 <�*&�0�82 ��*��+1 �E5G�&* 6���*03
G&/�0< <&*�-�< 0 *&4(0�& �&?&(0. ��)80G(+4 )�-�G <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0!

��/�E0& ��8KG�&* <�*&�0�8 *��-0'0�((+4 ��)-&8��2 �E��)5KR04 � /����563
(�/*0 /�-&�=�(0& -0/'0680(+ ���*&<�*0G&/��. /*�*0/*0��� ��� �*���1 G�/*0 �/&1
-0/'0680(+ ��&��0. �&��.*(�/*&1 0 <�*&<�*0G&/��. /*�*0/*0���! ��*&�0�8 /;�563
60����( 6� /8&-5KR0< �/(��(+< *&<�< ,

 ! �/(��(+& 6�(.*0. 0 )�-�G0 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0!
�! �6&'0�8�(+& )���(+ ��/6�&-&8&(0. <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0!
A! �*�*0/*0G&/��. *&��0. �'&(0��(0. 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0.!
F! �*�*0/*0G&/��. 6���&��� 6���<&*�0G&/�04 ;06�*&)!
$! �*�*0/*0G&/��. 6���&��� (&6���<&*�0G&/�04 ;06�*&)!
C! H8&<&(*+ 80(&1(�;� �&;�&//0�((�;� �(�80)�!

��=-+1 0) 6&�&G0/8&((+4 ��)-&8�� /�/*�0* 0) *&��&*0G&/��1 G�/*02 �EW&< ��3
*���1 -�/*�*�G&( -8. 5/��&(0. /��*�&*/*�5KR&;� <�*&�0�8�2 0 G�/*&12 /�-&�=�R04
��� ��)�&�(5*+& �&?&(0. 6�0<&���2 *�� 0 )�-�G0 -8. �&?&(0.2 6�08�=&(0. /�3
-&�=�* (&�E4�-0<+& /*�*0/*0G&/�0& *�E80'+! ���0< �E��)�<2 (�/*�.R&& 6�/�E0&
<�=&* /85=0*� �&?&E(0��< 6� -0/'0680(& ���*&<�*0G&/��. /*�*0/*0���! 
G&E(+1
<�*&�0�8 6�0��-0*/. � *���< �EW&<&2 G*� ��8�-&(0& 0< -�L* -�/*56 � 0/6�8�)���(0K
/���&<&((+4 6��&*�� 6�0�8�-(+4 6��;��<< 6� /*�*0/*0G&/��1 �E��E�*�& -�((+4!

#8. 5-�E/*�� ��E�*+2 � *��=& ��)<�=(�/*0 /�<�/*�.*&8�(�;� 5;85E8&((�;� �E53
G&(0. 0 ��(*��8. �/��&(0. <�*&�0�8�2 0)-�(0& /��<6�(���(� 0) �*-&8�(+4 /�<�3

"



/*�.*&8�(+4 *&<2 ��*��+& �-�6*0����(+ � /��*�&*/*�5KR0< ��)-&8�< -0/'0680(+
���*&<�*0G&/��. /*�*0/*0���!

� ��=-�< ��)-&8& 6�0�&-&(+ (&�E4�-0<+& 0/4�-(+& 0 /6����G(+& -�((+&2
6�0('06+ 6�/*��&(0. <&*�-�� �&?&(0. /��*�&*/*�5KR04 )�-�G2 *06��+& �8;��0*3
<+2 /7��<580����(+ )�-�(0. -8. /�<�/*�.*&8�(�1 ��E�*+! ����*0�5< �/(���( (�
)(�(0.42 6�85G�&<+4 /*5-&(*��<0 � /*�(-��*(�< �EWL<& /6&'0�8�(�/*0 ���0�8�-3
(�. <�*&<�*0���!

��/�E0& .�8.&*/. �&?&E(0��< )�-�G 6� �5�/5 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�02 �(
/�-&�=0* ��� *��-0'0�((+& 6�0<&�+ 0 )�-�G0 6� �5�/52 *�� 0 (��+&2 ��*��+&
/�/*��0*&8� �).8 0) (�5G(�1 6���*0�0!

��0 /�/*��8&(00 <�*&�0�8� 6�/�E0. 0<&8�/� � �0-5 *��=& ��)<�=(�/*� &;�
�-�6*�'00 � 5G&E(+< 6��;��<<�< ��)80G(�;� �EW&<� 0 -80*&8�(�/*0!

��/*�.R&& 5G&E(�3<&*�-0G&/��& 6�/�E0& <�=&* ��//<�*�0��*�/. ��� �*���.
M�-(�/&<&/*����.O G�/*� 6�/�E0. -8. -�54/&<&/*����1 -0/'0680(+ ��&��0. �&��3
.*(�/*&1 0 <�*&<�*0G&/��. /*�*0/*0���2 6&���. M*��=& �-(�/&<&/*����.O G�/*�
��*���1 D ��&��0. �&��.*(�/*&1�! �)8�=&(0& <�*&�0�8� 0 �/& �E�)(�G&(0. � 9*04
-�54 G�/*.4 /�;8�/���(+!

J




� ���
���� �
����� � ��	���

������������
� ����������

���� ������� � 	
�
�� �
���
�����
�� ��
�����
�

�&��0. �&��.*(�/*&1 0 <�*&<�*0G&/��. /*�*0/*0�� )�(0<�K*/. ��80G&/*�&(3
(+< 0 ��G&/*�&((+< �(�80)�< )���(�<&�(�/*&1 /85G�1(+4 <�//��+4 .�8&(01! ��0
��//<�*�&(00 )�-�G *&��00 �&��.*(�/*&1 0/4�-.* 0) 6�&-6�8�=&(0.2 G*� �&��.*(�/3
*0 (�/*568&(0. �*-&8�(+4 /�E+*01 0)�&/*(+ 0 )�-�(+! �G0*�80/� 0)�&/*(+<0 )�3
��(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0( 080 04 G0/8��+& 4����*&�0/*0�0! �6&�0�5.
9*0<0 6�(.*0.<02 (�4�-.* �&��.*(�/*02 )���(+ ��/6�&-&8&(0. 0 G0/8��+& 4����3
*&�0/*0�0 -�5;04 E�8&& /8�=(+4 /�E+*01 0 /85G�1(+4 �&80G0( M��O! �� 6���*0�&
�&��.*(�/*0 (�/*568&(0. /�E+*012 )���(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0( 080
6���<&*�+ 9*04 )���(�� ��/6�&-&8&(0. (&0)�&/*(+! #8. 04 �6�&-&8&(0. M�'&(0��3
(0.O (&�E4�-0<� 6��0)��-0*� 9�/6&�0<&(*2 /6&'0�8�(+& 0//8&-���(0.!


������������� ���������� �����
������� ������ �������������� �
��!

���� ����������� ������	�� � "���# ������	�� �����	�� � ������	����$ 	�����!
��	�� ������	�$ ��
����� � ����	�$ ����������	�� ������	�$ ������	 ��� � ����!
�����$ %��$ ����	���

��0 �E��E�*�& �&)58�*�*�� 9�/6&�0<&(*� /*�*0/*0G&/�0<0 <&*�-�<0 �/(��(+&
6�(.*0. *&��00 �&��.*(�/*&1 D �&��.*(�/*� (�/*568&(0. /85G�1(�;� /�E+*0.2 )���3
(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0(2 6���<&*�+ )���(�� ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4
�&80G0( 0 *!-! D �+/*56�K* ��� (&��*��+& <�*&<�*0G&/�0& <�-&80 �&�8�(+4 )���3
(�<&�(�/*&1!

���0< �E��)�<2 *&��0. �&��.*(�/*&1 ��)��E�*+��&* <�*&<�*0G&/�0& <�-&80
-8. �60/�(0. �&�8�(+4 )���(�<&�(�/*&1 /85G�1(+4 <�//��+4 .�8&(012 7��<0�5&*
/0/*&<5 �);8.-�� (� /*�*0/*0G&/�5K �E��E�*�5 �&)58�*�*�� 9�/6&�0<&(*�!

�/(���1 /*�*0/*0G&/�04 <&*�-�� .�8.K*/. 9�/6&�0<&(*�8�(+& -�((+&2 G�/*�
(�)+��&<+& /*�*0/*0G&/�0<0 -�((+<0!

&�������������� ��		��� (�)+��K* /�&-&(0. � G0/8& �EW&�*��2 �E8�-�K3
R04 *&<0 080 0(+<0 6�0)(���<0! ��6�0<&�2 /*�*0/*0G&/�0<0 -�((+<0 .�8.K*/.
-�((+& �E �*�8�(&(00 ��)<&��� -&*�80 �* (�<0(�8�(+4 ��)<&���Y -�((+& � G0/3
8& �+)���� (� *&8&7�((5K /*�('0K <&=-5 J 0 % G�/�<0 5*�� 0 *!-! �&�&G0/8&(3
(+& -�((+& .�8.K*/. G0/8��+<0 4����*&�0/*0��<0 <�//��+4 /85G�1(+4 .�8&(01
M/��*(�/*0 -&*�8&12 (�;�5)�0 
��2 6��0)��-0*&8�(�/*0 *�5-�O2 6�9*�<5 6�&-<&*�<
<�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 .�8.K*/. /85G�1(+& .�8&(0.2 � &L �/(��(�1 )�-�G&1 D
��80G&/*�&((+1 0 ��G&/*�&((+1 �(�80)+ 9*04 .�8&(01!

�/(��(+& )�-�G0 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 /�/*�.* � ��)��E�*�& <&*�-�� ,

%



 O ��;�(0)�'00 0 68�(0����(0. /*�*0/*0G&/�04 (�E8K-&(01Y
�O /E��� /*�*0/*0G&/�04 -�((+4Y
AO �/�&�*�0 0(7��<�'00�2 *!&! <&*�-�� ;�5660����0 0 /����R&(0. /*�*0/*03

G&/�04 -�((+4 / '&8�K /�&-&(0. E�8�?�;� G0/8� *��04 -�((+4 � (&E�8�?�<5 G0/85
6���<&*���2 ��*��+& � /=�*�< �0-& 4����*&�0)5K* �/K 0//8&-5&<5K /����56(�/*�Y

FO �(�80)� /*�*0/*0G&/�04 -�((+4Y
$O 6�0(.*0. �&?&(012 �&��<&(-�'01 0 �+��-�� (� �/(��& �(�80)� /*�*0/*0G&/3

�04 -�((+4Y
CO 6��;(�)0����(0. /85G�1(+4 .�8&(01!

���� �����
���
� � ��������
� ����
�������

�-(0< 0) �/(��(+4 <&*�-�� /*�*0/*0G&/��;� (�E8K-&(0. .�8.&*/. ��
����	��
������ ��//<�*�0< �/(��(+& 6�(.*0. 9*�;� <&*�-�!

�5/*� -8. 0//8&-���(0. )���(�<&�(�/*&1 /85G�1(�;� .�8&(0. 6��0)�&-&(� n
�6+*��2 � �&)58�*�*& ��*��+4 6�85G&( �.- (�E8K-&(01 x�� x�� � � � � xn! ��&E5&*/. �E3
��E�*�*� 9*�* �.- /*�*0/*0G&/�0! #8. 8KE�1 /*�*0/*0G&/��1 �E��E�*�0 (&�E4�-0<�
�(�G�8& 6�/*��0*� �������������# ������ �.-� (�E8K-&(012 *!&! 5��)�*�2 ���0&
�&80G0(+ /85G�1(+2 ���0& (& /85G�1(+2 ���0& )��0/0<+2 ���0& (&)��0/0<+ 0 *!-!

#8. �&)58�*�*�� (�E8K-&(01 x�� x�� � � � � xn <�=(� 6�/*��0*� ��)80G(+& <�*&<�3
*0G&/�0& <�-&80! ��//<�*�0< <�-&8�2 � ��*���1 �.- (�E8K-&(01 -�&*/. 7��<58�1

xi U fMtiO Z �i� M � O

;-& ti D )(�G&(0& (&��*���1 -&*&�<0(0����((�1 75(�'002 4����*&�0)5KR&1 i3
1 �6+*Y fMtiO D (&��*���. 75(�'0. �6�&-&8&((�;� 080 (&0)�&/*(�;� �0-�Y �i D
/85G�1(�. �&80G0(�2 �E+G(� (�)+��&<�. �?0E��1 i3;� 9�/6&�0<&(*�!

�*(�/0*&8�(� �?0E�� �i � <�-&80 �.-� (�E8K-&(012 )�-���&<�;� 7��<58�1
M ! O2 <�=(� *��=& �+/��)�*� ��)80G(+& 6�&-6�8�=&(0.! ��6�0<&�2 <�=(� /G0*�*�2
G*� 0)<&�&(0. xi /�6����=-�K*/. /0/*&<�*0G&/�0<0 �?0E��<02 *!&! M\�i] �U �!
��0G&< <�=(� 6�&-6�8�;�*�2 G*� 80E� 9*0 /0/*&<�*0G&/�0& �?0E�0 (& )��0/.*
�* i M6�/*�.((+O, M\�i] U const2 80E� 0)<&(.K*/. 6� �6�&-&8&((�<5 )���(5,
M\�i] U �MtiO!

��&-6�8�=&(0. � �0-& 75(�'00 fMtO 0 � 4����*&�& �?0E�� �i � <�-&80 �.-�
(�E8K-&(012 )�-���&<�;� 7��<58�1 M ! O2 �6�&-&8.K* <&*�-0�5 �E��E�*�0 9*�;�
�.-�! �&< /8�=(&& 6�&-6�8�=&(0. E5-5* �+-�0(5*+ �*(�/0*&8�(� fMtO 0 �?0E��
�i � <�-&80 M ! O2 *&< /8�=(&& E5-5* <&*�-+ &;� /*�*0/*0G&/��1 �E��E�*�0!

�*(�/0*&8�(� 6�/8&-���*&8�(�/*02 �E��)���((�1 0) /85G�1(+4 �?0E�� �i2 ;-&
i U  � �� � � � � n2 ��� 6���08�2 6�&-6�8�;�K*2 G*� �(0 (&)��0/0<+2 � 6���&-&((+&
0)<&�&(0. �+6�8(&(+ � �-0(����+4 0 /*�E08�(+4 5/8��0.4 M�-(���-(+& 0)<&�&(0.O2
*!&! D\��] U D\��] U � � �U D\�n] U 	�! � 9*�< /85G�& ;����.*2 G*� 0)<&�&(0.
x�� x�� � � � � xn ���	����	�!

��R& �/&;� 6�8�;�K*2 G*� �?0E�0 0)<&�&(0. �i 0<&K* (��<�8�(+1 )���(
��/6�&-&8&(0. / 6���<&*��<0 M\�i] U � 0 M\��i ] U 	� 080 � E�8&& ���*��1 )�60/0,

 �



�i � NM�Y 	O! ��0 9*�< 6�&-6�8�=&(00 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1
0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X 0<&&* �0-

f
X

U
 p
�
 	

exp

�
� Mx� aO�

�	�

�
� M ��O

��/*��0� (��<�8�(5K <�-&8� �.-� (�E8K-&(012 6��0)��-.* �'&(�5 6���<&*���
a 0 	 �&��.*(�/*(�1 <�-&80 �.-� (�E8K-&(01!

��0E�8&& *�G(+& /�&-&(0. � �� X <�=(� 6�85G0*�2 6��0)��-. <��/0<�8�(�
��)<�=(�& ��80G&/*�� 0)<&�&(01 9*�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

�����������  � ��	�����	�� �������	����# (�)+��&*/. /����56(�/*� �/&4 <+/3
80<+4 (�E8K-&(012 ��*��+& <�;80 E+ E+*� /-&8�(+ 6�0 -�((�< �&�8�(�< ��<68&�/&
5/8��01 0)<&�&(01! �0/8� G8&(��2 �E��)5KR04 ;&(&��8�(5K /����56(�/*�2 (�)+��3
&*/. �
'����  �	�����	�� �������	����!

��=(� �+-&80*� *�0 �/(��(+4 �0-� ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 ,
 O ��(&G(�. 0 �&�8�(� /5R&/*�5KR�.2 (�6�0<&�2 G0/8� E������((+4 0)-&801 �

(&��*���1 6��*00Y
�O E&/��(&G(�. 0 �&�8�(� /5R&/*�5KR�.2 (�6�0<&�2 <(�=&/*�� -&1/*�0*&8�(+4

G0/&82 8&=�R04 <&=-5 (58&< 0 &-0(0'&1Y
AO ���E��=�&<�. M;06�*&*0G&/��.O ��(&G(�. 080 E&/��(&G(�.! ��6�0<&�2 �&3

)58�*�*+ x�� x�� � � � � xn 0)<&�&(01 (&��*���1 6�/*�.((�1 70)0G&/��1 �&80G0(+ .�8.3
K*/. 98&<&(*�<0 ���E��=�&<�1 E&/��(&G(�1 /����56(�/*0!

:&(&��8�(�. /����56(�/*� .�8.&*/. *��=& 6�(.*0&< <�-&8�(+<! ��)<�=(�
/*��0*� ��)80G(+& 6�&-6�8�=&(0. M/*��0*� <�-&80O � 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F

X

/85G�1(�1 �&80G0(+ X 080 � 6���<&*��4 9*�1 <�-&80!

����������� !� (�
����	�� �������	����# 080 6��/*� ��
����� �
'��� n
(�)+��&*/. /����56(�/*� n �EW&�*��2 �*�E��((+4 0) 0//8&-5&<�1 ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0!

�.- ��/6�&-&8&(01 x�� x�� � � � � xn 6�0(.*� ��//<�*�0��*� ��� �+E���5 �EW&<� n
0) ��(&G(�1 080 E&/��(&G(�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

����������� "� �&*�-2 /�/*�.R01 � *�<2 G*� (� �/(���(00 4����*&�0/*0� 0
/��1/*� �+E���0 x�� x�� � � � � xn -&8�K*/. )��8KG&(0. � G0/8��+4 4����*&�0/*0��4 0
)���(& ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 (�)+��&*/. ��
����	�� �������!

#8. *�;�2 G*�E+ /5=-&(0. � )���(�4 ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+
X 080 � 04 G0/8��+4 4����*&�0/*0��4 E+80 �EW&�*0�(+<02 (&�E4�-0<�2 G*�E+
�+E���� E+8� 6�&-/*��0*&8�(�. M�������	�����	��O2 *!&! G*�E+ -�/*�*�G(� 4���?�
6�&-/*��8.8� 0//8&-5&<5K /85G�1(5K �&80G0(5! ��=(�2 G*�E+ 6�0 0)�8&G&(00
�+E���0 ��=-+1 98&<&(* ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 0<&8 �-0(����5K / -�5;0<0
98&<&(*�<0 �&��.*(�/*� E+*� ��8KG&((+< � �+E���5! #�5;0<0 /8���<02 �+E��
98&<&(*�� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 -�8=&( E+*� /85G�1(+< 0 �-(���-(+<!

�� *&4(0�& �*E��� 98&<&(*�� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 � �+E���G(5K �+3
E���0 -&8.*/. (� 6��*��(+& 0 E&/6��*��(+&! �/80 ��=-+1 �E/8&-���((+1 98&<&(*
��)���R�&*/. �E��*(� � ;&(&��8�(5K /����56(�/*� 02 /8&-���*&8�(�2 <�=&* 5G�/*��3
��*� � -�8�(&1?&< �*E��&2 *� �+E���� (�)+��&*/. ������	��! )��������	�� �+E����
/�/*�0* � *�<2 G*� �*�E��((+& 98&<&(*+ �E��*(� � ;&(&��8�(5K /����56(�/*� (& ��)3
���R�K*/.!

  



��&-(&& ��07<&*0G&/��& 0)5G�&<�;� 6�0)(��� X � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0
(�)+��K*  �	�����	�� ����	�� x2 � &;� -0/6&�/0K D  �	�����	�� ���������� 	�

� !
��&-(&& ��07<&*0G&/��& 0 -0/6&�/0. X � �+E���& (�)+��K*/. ��
����	��

����	�� x� 0 ��
����	�� ���������� 	�� M)�&)-�G��1 G�/*� 5��)+��K* (� *�2 G*�
��//<�*�0��K*/. /�&-(0&2 �*(&/&((+& � �+E���&O!

���� ��
��������
�� ���

��&-6�8�=0<2 G*� 0)5G�&*/. (&��*���. -0/��&*(�. 080 (&6�&�+�(�. ��2 )���(
��/6�&-&8&(0. ��*���1 (&0)�&/*&(! #8. �'&(�0 )���(� ��/6�&-&8&(0. 9*�1 �� 080 &;�
G0/8��+4 4����*&�0/*0� 6��0)��-0*/. �.- (&)��0/0<+4 (�E8K-&(01 x�� x�� � � � � xn!
�*�*0/*0G&/�01 <�*&�0�82 6�85G&((+1 � �&)58�*�*& 0)<&�&(012 6�&-/*��8.K* � �0-&
*�E80'+2 /�/*�.R&1 0) -�54 /*���2 � 6&���1 0) ��*��+4 -�(+ (�<&�� 0)<&�&(012 �
�� �*���1 D �&)58�*�*+ 0)<&�&(01!

i D (�<&� 0)<&�&(0.  � A � � � n
xi D �&)58�*�* 0)<&�&(0. x� x� x� � � � xn

��E80'5 *���;� �0-� (�)+��K* �������������� �����! �(� .�8.&* /�E�1
6&��0G(5K 7��<5 6�&-/*��8&(0. /*�*0/*0G&/��;� <�*&�0�8�! �/80 0(7��<�'0. �
�0-& 6��/*�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-� 6�0 E�8�?�< G0/8& 0)<&�&(01 *�5-(� �E�)�0<�2
*� 6� (&<5 )�*�5-(0*&8�(� �'&(0*� )���( ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 ��! #8.
�0)5�8�(�1 �'&(�0 )���(� ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 �� X 6��0)��-.*  ����������
��		�$!

�/80 0)5G�&*/. -0/��&*(�. ��2 *� (�E8K-&((+& )(�G&(0. ��/6�8�;�K*/. �
6��.-�& ��)��/*�(0. 0 6�-/G0*+��K*/. ������� mi 080 �������� pi U mi�n
6�.�8&(0. �-0(����+4 )(�G&(01 �� X! � �&)58�*�*& 6�85G�&< /;�5660����((+&
/*�*0/*0G&/�0& �.-+ /8&-5KR&;� �0-� ,

xi D �&)58�*�* 0)<&�&(0. x� x� x� � � � xn
mi D G�/*�*+ m� m� m� � � � mn

��(*��8�,
Pn

i��mi U n!

xi D �&)58�*�* 0)<&�&(0. x� x� x� � � � xn
pi U mi�n D G�/*�/*0 m��n m��n m��n � � � mn�n

��(*��8�,
Pn

i�� pi U
Pn

i��mi�n U  !

�/80 0)5G�&*/. (&6�&�+�(�. ��2 *� ;�5660����� )��8KG�&*/. � ��)E0&(00
0(*&���8� (�E8K-&((+4 )(�G&(01 �� (� k G�/*0G(+4 0(*&���8�� ���(�1 -80(+
\x�Y x�]2 \x�Y x�]2 \x�Y x�]2 � � �2 \xk��Y xk] 0 6�-/G&*& G�/*�*+ mi 080 G�/*�/*0
pi U mi�n 6�6�-�(0. (�E8K-&((+4 )(�G&(01 � G�/*0G(+& 0(*&���8+! ��80G&/*��
0(*&���8�� �+E0��&*/. 6��0)��8�(�2 (� �E+G(� (& <&(�?& $ 0 (& E�8�?&  $!

� �&)58�*�*& /�/*��8.&*/. 0(*&���8�(+1 /*�*0/*0G&/�01 �.- /8&-5KR&;�
�0-� ,

�(*&���8+ (�E8K-&((+4 )(�G&(01 \x�Y x�] \x�Y x�] � � � \xk��Y xk]
��/*�/*0 pi U mi�n m��n m��n � � � mk�n

 �



��(*��8�,
Pk

i�� pi U
Pk

i��mi�n U  !

������������ �&�&G&(� (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ X M080
0(*&���8�� (�E8K-&((+4 )(�G&(01 0 /��*�&*/*�5KR04 0< G�/*�/*&1 pi U mi�nO
(�)+��&*/. �������������� ����	�� ����������	�� ������	�� ������	� X!

� *&��00 �&��.*(�/*&1 6�- )���(�< ��/6�&-&8&(0. �� 6�(0<�K* /��*�&*/*�0&
<&=-5 ��)<�=(+<0 )(�G&(0.<0 M080 0(*&���8�<0 ��)<�=(+4 )(�G&(01 ��O 0 04 �&3
��.*(�/*.<02 � � <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& /*�*0/*0G&/�01 )���( ��/6�&-&8&(0.
5/*�(��80��&* /��*�&*/*�0& <&=-5 (�E8K-&((+<0 )(�G&(0.<0 M080 0(*&���8�<0 (�3
E8K-&((+4 )(�G&(01O �� 0 /��*�&*/*�5KR0<0 0< G�/*�/*.<0!

�*�*0/*0G&/�0& )���(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0( 0 04 ;��70G&/��&
0)�E��=&(0& 6�)��8.K* �0)5�8�(� 6��0)�&/*0 �'&(�5 )���(� ��/6�&-&8&(0. 0//8&3
-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

���� ���������

� ���
 �� �
�����������

*����������� ��	�"��� ����������	�� /85G�1(�1 �&80G0(+ X (�)+��K*
75(�'0K F �

nMxO2 �6�&-&8.KR5K -8. ��=-�;� )(�G&(0. x G�/*�/*� /�E+*0. fX � xg,

F �
nMxO U

nx
n
� M �AO

;-& nx D G0/8� xi2 <&(�?04 xY n D �EW&< �+E���0!
�(�G&(0& 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. -8. /*�*0/*0�0 �6�&-&8.&*/.

/8&-5KR0< 5*�&�=-&(0&<!

# � � � � 
 
 $ � � � % � � �
+���� F �

nMxO , %����������� ��	�"�� ����������	��� �������		�� �� ��	����!
	�� ��
���� �
'-�� n ��  �	�����	�� �������	���� � ��	�"��� ����������	�� F

X
MxO�

�� �� ��� �#
� � x � M����O � �#
� � � � � �����������

lim
n��

Pr M jF �
nMxO� F

X
MxOj � �O U  � M �FO

�) *&��&<+ 	&�(5880 /8&-5&*2 G*� 6�0 -�/*�*�G(� E�8�?�< �EW&<& �+E���0
75(�'00 F �

nMxO 0 F
X
MxO U PrMX � xO <�8� �*80G�K*/. -�5; �* -�5;�!

�*80G0& 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. �* *&��&*0G&/��1 /�/*�0* � *�<2
G*� *&��&*0G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. �6�&-&8.&* �&��.*(�/*� /�E+*0. fX � xg2
� 9<60�0G&/��. 75(�'0. �6�&-&8.&* �*(�/0*&8�(5K G�/*�*5 9*�;� /�E+*0.!

���0< �E��)�<2 6�0 ��=-�< x 9<60�0G&/��. 75(�'0. F �
nMxO /4�-0*/. 6�

�&��.*(�/*0 � F
X
MxO 02 /8&-���*&8�(�2 6�0 E�8�?�< �EWL<& �+E���0 <�=&*

/85=0*� 6�0E80=&((+< )(�G&(0&< M�'&(��1O 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 � ��=-�1 *�G�& x! �L ���*��& (�)��(0& D ��������! �(� 6�&-/*��8.&*
/�E�1 -�8K *&4 �&)58�*�*�� 9�/6&�0<&(*�2 ��*��+& (& 6�&��/4�-.* -�((�& *&�5R&&
)(�G&(0&!

H<60�0G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. �E8�-�&* �/&<0 /��1/*��<0 0(*&;��8�3
(�1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.!

�) �6�&-&8&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. /8&-5&*2 G*�,

 A



 O )(�G&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F �
nMxO 6�0(�-8&=�* �*�&)�5

\�Y  ]Y
�O F �

nMxO D (&5E+��KR�. 75(�'0.Y
AO &/80 xmin D (�0<&(�?&&2 � xmax D (�0E�8�?&& (�E8K-&((�& )(�G&(0&2 *�

F �
nMxO U � 6�0 x � xmin 0 F �

nMxO U  6�0 x � xmax!
�/(��(�& )(�G&(0& 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. /�/*�0* � *�<2 G*�

�(� 0/6�8�)5&*/. � ��G&/*�& �'&(�0 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F
X
MxO U PrMX � xO!

� 5�&80G&(0&< �EWL<� �+E���0 /*56&(��0 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&3
8&(0. E5-5* 5<&(�?�*�/. 0 � 6�&-&8&2 6�0 n � �2 9*� 75(�'0.2 /�;8�/(� )���(5
E�8�?04 G0/&82 6�&���*0*/. � 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 )(�G&(01 ��!

&��
��
��/*��0*� 9<60�0G&/�5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. 6� /*�*0/*0G&/��<5 ��/6�&3

-&8&(0K /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

��E8K-&((+& )(�G&(0.
/85G�1(�1 �&80G0(+ X � A $

��/*�/*02
pi U mi�n �2"$ �2�� �2�$

'�(����
�*(�/0*&8�(�. G�/*�*� /�E+*0. fX � xg ���(� F �MxO! �8&-���*&8�(�2

F �
nMxO U

�����
����

� 6�0 x � �Y
�� "$ 6�0 � � x � AY
�� %$ 6�0 A � x � $Y
 6�0 x � $!

:��70� 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. 6�0�&-&( (� �0/!  ! !

� F �MxO

�

�

xi � A F $

��$

 

�
����� ��� 5 6��


������ "����
� 
���
������
�

 F



��!� ��
�����
�� �	���
"���� ��
��������
�# �����

#8. (�;8.-(�/*0 /;�5660����((+& /*�*0/*0G&/�0& �.-+ 6�&-/*��8.K* ;��703
��<0 0 -0�;��<<�<0!

��0E�8&& ��/6��/*��(&((+<0 .�8.K*/. ���� �	�  ���� ������ �������� �
� ���!

��80;�(2 �5<58.*� 0 �;0�� 6�0<&(.K*/. -8. 0)�E��=&(0. ��� -0/��&*(+42
*�� 0 0(*&���8�(+4 /*�*0/*0G&/�04 �.-��2 ;0/*�;��<<� D -8. 0)�E��=&(0. *�8���
0(*&���8�(+4 �.-��!

� �&)58�*�*& 6�/*��&(0. 6�80;�(� 080 ;0/*�;��<<+2 <�=(� 6�85G0*� 6&���&
6�&-/*��8&(0& � ����� ����������	��2 6�- ��*���1 6�-��)5<&��&*/. 7��<� &;� ;��3
70�� � 6�&-&8& E&/��(&G(�1 �+E���02 *! &! 7��<� ������ ����������	��! ��)80G�K*
�-(��&�?0((+& M5(0<�-�8�(+&O 0 <(�;��&�?0((+& M<(�;�<�-�8�(+&O ��/6�&-&8&3
(0.!

#8. 6�/*��&(0. ;0/*�;��<<+ �*(�/0*&8�(+4 G�/*�* MG�/*�/*&1O (� �/0 �E/'0//
�*�8�-+��&< G�/*0G(+& 0(*&���8+ (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2
(� ��=-�< 0) ��*��+4 /*��0< 6�.<�5;�8�(0�2 68�R�-� ��*���;� ���(� G�/*�/*0
-�((�;� G�/*0G(�;� 0(*&���8�!

�/80 (� ;0/*�;��<<& G�/*�/*&1 /�&-0(0*� /&�&-0(+ �&�4(04 /*���( 98&<&(3
*��(+4 6�.<�5;�8�(0���2 *� 6�85G&((�. )�<�(5*�. 8�<�(�. �E��)5&* ���� �	 ��/3
6�&-&8&(0. G�/*�/*&1! �) 6�0('06� 6�/*��&(0. ;0/*�;��<<+ 0 6�80;�(� ��/6�&3
-&8&(0. G�/*�/*&1 /8&-5&*2 G*� 68�R�-� 6�- ;0/*�;��<<�1 0 6�80;�(�< G�/*�/*&1
S U  M���	�"�O!

�/80 � ;0/*�;��<<& �<&/*� G�/*�* MG�/*�/*&1O )�60/�*� /��*�&*/*�&((� (���63
8&((+& G�/*�*+ MG�/*�/*0O2 *� 6�85G0*/. ������	�	�� ���!

#8. 6�/*��&(0. �5<58.*+ (� �/0 �E/'0// �*�8�-+��&< (�E8K-&((+& )(�G&(0.
/85G�1(�1 �&80G0(+ X2 (� �/0 ��-0(�* D (���68&((+& G�/*�/*0!

.������		�� ��������# � *�G�& x (�)+��&*/. /5<<��(�. G�/*�/*� G8&(��
/*�*0/*0G&/��;� �.-�2 )(�G&(0. ��*��+4 <&(�?& x2 *!&! )(�G&(0. (���68&((+4
G�/*�/*&1 .�8.K*/. )(�G&(0.<0 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F �MxO!

�/80 -8. 6�/*��&(0. �5<58.*+ �/0 ����-0(�* 6�<&(.*� <&/*�<02 *!&! (�
;��0)�(*�8�(�1 �/0 �*�8�-+��*� )(�G&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.
F �MxO2 � (� �&�*0��8�(�1 D (�E8K-&((+& )(�G&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 *�
6�85G&((�. 8�<�(�. 80(0. (�)+��&*/. � ����!

&��
��
�&)58�*�*+ 0//8&-���(0. 6��G(�/*0 ��� �E��)'�� E&*�(� (� /=�*0& 6�&-/*��3

8&(+ � �0-& 0(*&���8�(�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-�!

�(*&���8+ 6��G(�/*02 � /��� ��/*�*+2 mi ��/*�/*02 mi�n
 %�D���  � �2�$
���D� � �C �2 A
� �D��� $C �2�J
���D�A� CF �2A�
�A�D�F� A� �2 $
�F�D�$�  F �2�"

 $



��0 9*�<

n U
�X

i��

mi U ���Y
�X

i��

mi

n
U  �

��&E5&*/. 6�/*��0*� ;0/*�;��<<52 6�80;�( ��/6�&-&8&(0. G�/*�/*&1 0 �;0�5
-�((�;� /*�*0/*0G&/��;� ��/6�&-&8&(0.!

'�(����
�/6�8�)5&< )(�G&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F �MxO,

F �MxO U

�����������������
����������������

� 6�0 x �  %�Y
�� �$ 6�0  %� � x � ���Y
��  J 6�0 ��� � x � � �Y
�� FC 6�0 � � � x � ���Y
�� "J 6�0 ��� � x � �A�Y
�� %A 6�0 �A� � x � �F�Y
 6�0 �F� � x � �$�!
 6�0 �F� � x � �$�Y
 6�0 x � �$�!

�� �0/!  !� 0)�E��=&(� ;0/*�;��<<� G�/*�/*&1 -�((�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-�!

�mi�nh

�!�A

�!��

�!� 

� �
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
� E
E
E
E
E
E
E
E
E
EE
C
C
C
CC
B
B
B
BB ��

 %� � � �A� �$� x2 � /���

:0/*�;��<<� G�/*�/*&1

��80;�( G�/*�/*&1

��

��

�
����� ��� 5 7
���*
���� 
 ���
*�� 
���
������
� ���������

�� �0/!  !A 0)�E��=&(+ ;��70�0 �5<58.*+ 0 �;0�+ -�((�;� 0(*&���8�(�;� �.-�!
� *&��00 �&��.*(�/*&1 ;0/*�;��<<& 0 6�80;�(5 G�/*�/*&1 /��*�&*/*�5&* ;��3

70� 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0.2 /��*�&*/*�&((�2 �5<58.*& �*�&G�&* ;��70� 75(�'00
��/6�&-&8&(0. F

X
MxO U PrMX � xO!


/*�(��8&(0K 0 0)5G&(0K 7��< ��0�+4 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*&1 6� �+E�3
��G(+< -�((+< � <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& 5-&8.&*/. )(�G0*&8�(�& �(0<�(0&!

 C



�

�

 %� ��� � � ��� �A� �F� �F�

x2 � /���

�!�$

�!$�

�!"$

 !��

F �MxO

����
��
	
		







��
��

��

� �
�

�

�
� �

�

 %�

���

� �

���

�A�

�F�

x2 � /���

�!$  !�

F �MxO

�
��





	
		
�
�
��
�
��
�
��

�
�
�

�
�
�
�

�

�
����� ��8 5 9������� :�����; 
 �*
�� :��
���;

�����*&�0/*0�� �.-�� ��/6�&-&8&(0. 6�&-6�8�;�&* �+./(&(0& 5/8��012 6�- �80.(03
&< ��*��+4 /7��<0����8�/� 0)5G�&<�& ��/6�&-&8&(0&2 �+��=&(0& &;� �/(��(+4 �/�3
E&((�/*&12 G0/8��+4 4����*&�0/*0�!

��$� ������ %�
�����
�� ���
���
� ���������� ������
 ��

�)<&�&(0. /85G�1(+4 �&80G0(2 6�85G�&<+& 6� 4�-5 6���&-&(0. 9�/6&�0<&(*� 0
�&;0/*�0�5&<+& � 6��.-�& 04 6�/*568&(0.2 ��� 6���08�2 (�/.* 4��*0G(+1 4����*&� 0
*�5-(� �E�)�0<+! ��9*�<5 � (�G�8& 6��0)��-0*/. 6&��0G(�. �E��E�*�� �+E���G(�1
0(7��<�'002 ��*��5K 6��-&<�(/*�0�5&< � /8&-5KR&< 6�0<&�&!

��&-6�8�=0<2 G*� ��1�((+1 ��&((+1 ��<0//�� M��&(��<O 6�85G08 -�((+& �
��(*0(;&(*& �G&�&-(�;� 6�0)+��2 � G�/*(�/*02 ��/* <�8�-+4 8K-&1!

��&-&(0. � ��/*& <�8�-+4 8K-&1 ME&) 5��)�(0. 7�<0801O /�&-&(+ � *�E8!  ! !

(���
�� ��� 5 ���� �

����
��� � ��
������ ��
����

��<&� 6� /60/�5  � A F $ C " J
��/*2 ��  C$  "  J�  C$  JA  J�  JA  CC

��<&� 6� /60/�5 %  �    �  A  F  $
��/*2 ��  "A  JF  CJ  CF  "�  "F  "�

��&(��< 6��/0* /��&;� )�<&/*0*&8. 6�&-/*��0*� &<5 0(7��<�'0K � ��/*&
6�0)+�(0��� � *���< �0-&2 G*�E+ �( E&) ��/G&*�� 0 E�8�?04 )�*��* ��&<&(0 /<�;
E+ �*�&*0*� (� /8&-5KR0& ��6��/+,

 O ����1 �0- 0<&&* ?&�&(;� 6�0)+�(0���2 6�/*��&((+4 6� ��/*5 �* <&(�?&;�
� E�8�?&<5Q

 "



�O ������ �&80G0(� ��/*� 6�0)+�(0��� (�0E�8&& ��/6��/*��(&((�.2 /��8���
6��'&(*�� 6�0)+�(0��� /�<�;� <�8�;� ��/*�Q

AO ���8��� 6�0)+�(0��� /8&-5&* �6�&-&80*� � 6&4�*(+& ��1/��2 ����1 6��'&(*
9*� /�/*��8.&* �* �/&;� ��(*0(;&(*�2 (�/��8��� 68�*(� )�6�8(.&*/. 0(*&���8 ��/*�2
�*��-0<�;� -8. 6&4�*0('&�Q

FO ���8��� ��<68&�*�� �E<5(-0����(0. ��=-�;� ��/*� /8&-5&* )���)�*�Q

'�(����

 ! �)(���<0�?0/� / )�-�(0&<2 )�<&/*0*&8� ��&(��<� -8. �*�&*� (� 6&��+1
��6��/ 56��.-�G08 /�&-&(0.2 6�/*��0� ��	0�����		�� ��� ��/6�&-&8&(0. 6�0)+3
�(0��� D �.-2 � ��*���< �/& )(�G&(0. ���0�(* M�����	��� � /*�*0/*0�& (�)+��K*
0)<&�&((�& )(�G&(0& 6�0)(���O ��/6�8�;�K*/. 6� ��(=0�5 M6� 6��.-�5O!

� �&)58�*�*& 6&�&7��<0����(0. 0/4�-(+4 -�((+42 /�-&�=�R04/. � *�E8!  ! 2
6�85G�&*/. *�E8!  !�!

(���
�� ��� 5 ���$

������� 
�� 
���
������
� 
���� �

����
���

��<&� 6� ��(=0�5  � A F $ C " J
��/*2 ��  CF  C$  C$  CC  CJ  "�  "  "�

��<&� 6� ��(=0�5 %  �    �  A  F  $
��/*2 ��  "A  "F  J�  J�  JA  JA  JF

�(7��<�'0.2 /�-&�=�R�./. � ��(=0����((�< �.-& ��/6�&-&8&(0.2 �E+G(�
088K/*�0�5&*/. ;��70��< M�0/!  !FO!

 C�

 "�

 J�

c c c c
c

c c c c c

c
c c c c

��/*2 ��

��<&� 6� ��(=0�5
 � A F $ C " J %  �    �  A  F  $

�
����� ��< 5 7
�"
� 
��$

������*� 
��� 
���
������
� 
���� �

����
���

�! #8. �*�&*� (� �*���1 ��6��/ )�<&/*0*&8� ��&(��<� ��('&(*�0�5&* 0(7��3
<�'0K2 /�-&�=�R5K/. � ��(=0����((�< �.-& ��/6�&-&8&(0.2 0 /*��0* )��0/0<�/*�
G�/*�*+ MG0/8� �EW&�*��2 �E8�-�KR04 �-0(����+< )(�G&(0&< 6�0)(���2 *!&! G0/8�
�EW&�*�� / �-0(����+< )(�G&(0&< ���0�(*+O �* ��/*�! ���<& *�;�2 &<5 6�*�&E53
&*/. *��=& )(�G&(0. ��������� D �*(�?&(01 G�/*�* � �ER&<5 G0/85 �EW&�*��2 *!&!
�EW&<5 �+E���0!

�/& 9*0 /�&-&(0. /��-.*/. � *�E8!  !A! #8. &L 6�/*��&(0. �E�)(�G0< )(�G&(0&
���0�(*+ xi2 G�/*�*+ D mi2 G�/*�/*0 D p�i !

���0/0<�/*� G�/*�*+ M080 G�/*�/*0O �* )(�G&(01 ����0�5&<�;� 6�0)(���
(�)+��&*/. �������	�� �����"��		�� ����� ����������	��!

 J



(���
�� ��8 5 =
��
����� ��

��
����� 
�� 
���
������
� 
���� �

����
���

xi  CF  C$  CC  CJ  "�  "  "�
mi  �      
p�i  > $ �> $  > $  > $  > $  > $  > $
xi  "A  "F  J�  J�  JA  JF  J$
mi     �  �
p�i  > $  > $  > $  > $ �> $  > $ �

��;-�
p�i U mi�n� M �$O

;-& n @ �EW&< �+E���0!
:��70�2 088K/*�0�5KR01 -0/��&*(+1 ���0�'0�((+1 �.-2 (�)+��&*/. ���� �!

	�� ����������	��! �( 6�&-/*��8&( (� �0/!  !$!

�! AA

�!�C"

�

 

mip�i

 C$  "�  "$  J�  J$
xi2 ��

�
����� ��> 5 #��
*�� 
���
������
� �

����
��� �� 
����

��//<�*�0��. 9*�* ;��70�2 ��&(��<5 8&;�� �E(��5=0*�2 G*� /�<+< ��/6��3
/*��(&((+< ��/*�< � -�((�1 �+E���& .�8.&*/. ��/*  C$ �� 0  JA ��2 6�0 9*�< -�8.
6�0)+�(0��� MG�/*�/*�O /�<�;� <�8�;� ��/*� M CF ��O /�/*��8.&* �2�C"2 080 C2"_!

A! #8. *�;� G*�E+ �E8&;G0*� ��&(��<5 �&?&(0& *�&*�&;� ��6��/�2 &;�
)�<&/*0*&8� ;�5660�5&* 6�0)+�(0��� 6� 04 6�0(�-8&=(�/*0 � (��<�*0��< ��/*�2
6�0(.*+< -8. ��)80G(+4 ��-�� ��1/�2 5/8��(� � ;�566& (0)��;� M-�  "� ��
��8KG0*&8�(�O2 /�&-(&;� M " D J� ��O 0 �+/���;� M/�+?&  J� ��O ��/*�!

� ��G&/*�& 4����*&�0/*0� ��/6�&-&8&(0. �EW&�*�� 6� 0(*&���8�< 6�0)(���
<�;5* 6�0<&(.*�/. G�/*�*+ mi M� &-0(0'�4 080 ?*5��4O2 G�/*�/*0 p�i M� ��80G&/*�&
�EW&�*��2 6�04�-.R04/. (� &-0(0'5 0)<&(&(0. 6�0)(���O!

���*�&*/*�5KR0<0 �(�8�;�<0 � *&��00 �&��.*(�/*&1 .�8.K*/. G0/8� /�E+*012
�&��.*(�/*� /�E+*0. 0 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!

���0/0<�/*� 6&�&G0/8&((+4 4����*&�0/*0� �* 0(*&���8�� )(�G&(01 6�0)(���
(�)+��&*/. �	�������	�� ����� ����������	��2 � &L ;��70G&/��. 0(*&�6�&*�'0.
@  ���� ������ ����������	��!

�(*&���8�(+1 �.- 0 ;0/*�;��<<� ��/6�&-&8&(0. 6�0)+�(0��� -8. (�?&;�
6�0<&�� 6�&-/*��8&(+ � *�E8!  !F 0 (� �0/!  !C! ��/?*�E, mi D � �������� 	�
��2 p�i D �2 AA ���	�" 	� ��2 f �i D �2�� ���� (� ��!

��E8!  !F 0 �0/!  !C (�;8.-(� 6���)+��K*2 G*� � 6&4�*5 /8&-5&* �6�&-&80*�
6.*&�+4 6�0)+�(0���2 G*� /�/*��8.&* AA2A_ MG�/*�/*� �2AAAO!

 %



(���
�� ��< 5 !���
������� 
�� 
���
������
� 
���� �

����
���

�(*&���82 �� -�  "  " D J� /�+?&  J�
��/*�*�2 mi C $ F
��/*�/*�2 p�i �2F� �2AAA �2�C"

�8�*(�/*� G�/*�/*&12 f �i 2 ���� �2�$" �2�AAA �2�CC"

mi2
�������

C

F

�

 C�  C$  "�  "$  J�  J$
��/*2 ��

�
����� ��? 5 7
���*
���� 
���
������
� �

����
��� �� 
����

��* =& /�<+1 6�0L< <�=(� 6�0<&(.*� 0 -8. �&?&(0. 6�/8&-(&;� ��6��/�2
*�8��� 0(*&���8+ 0)<&(&(0. 6�0)(��� M��/*�O /8&-5&* �+E��*� 6�3-�5;�<5! �
6�0<&(&(00 � (�?&<5 6�0<&�5 0(*&���8�(+1 �.- ��/6�&-&8&(0. 0 ;0/*�;��<<�
M5/8��(�O E5-5* �+;8.-&*� *��2 ��� 9*� 6�&-/*��8&(� � *�E8!  !$ 0 (� �0/!  !"!

(���
�� ��> 5 !���
������� 
�� 
���
������
� 
���� �

����
���

�(*&���82 ��  C D C$  CCD "�  " D "$  "CD J�  J D JF
��/*�*�2 ���� A A F  F

mi2
�������

��<&� 6� 6�0)(��5

 

�

A

F

 � A F $

�
����� ��� 5 7
���*
���� 
���
������
� �

����
��� �� 
���� ��� �

�����

F! � 6�<�R�K *�E8!  !$ 0 �0/!  !" 6�/8&-(&& )�-�(0& ��&(��<� �&?�&*/.
&;� )�<&/*0*&8&< ��*�<�*0G&/�0 @ G0/8� ��<68&�*�� �E<5(-0����(0. 6� ��/*5
/�/*��8.&* A2 A2 F2  0 F!

��



���.-5 / 0(*&���8�(+< �.-�< 0 ;0/*�;��<<�1 56�*�&E8.&*/. �5<58.*0�(�.
M080 9<60�0G&/��.O 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. F �MxO M*�E8!  !C 0 �0/!  !JO!

��� 0 � *&��00 �&��.*(�/*&12 ;-& �60/�(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ ��//<�*�0��&*3
/. (� (&/��8��04 /<+/8��+4 5���(.42 (�6�0<&� (� 5���(& 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1 M080 � -0/��&*(�< ���0�(*& D (� 5���(& -0/��&*(�;� �.-� ��/6�&-&3
8&(0.O 0 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.2 � <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& 6�0(.*+ �(�8�;0
9*04 5���(&1!

�/&/*���((.. 4����*&�0/*0�� �.-�� ��/6�&-&8&(0. 6�&-6�8�;�&* �+./(&(0&
5/8��012 6�- �80.(0&< ��*��+4 /7��<0����8�/� 0)5G�&<�& ��/6�&-&8&(0&2 �+��=&3
(0& &;� �/(��(+4 �/�E&((�/*&1 G0/8��+<0 4����*&�0/*0��<0!

(���
�� ��? 5 6��


������ :�������
����; "����
� 
���
������
� �

����
���

��/*2 ��  CA  CF  C$  CC  C"  CJ
��/*�/*� �  > $ A> $ F> $ F> $ $> $
��/*2 ��  C%  "�  "  "�  "A  "F
��/*�/*� $> $ C> $ "> $ J> $ %> $  �> $
��/*2 ��  "$  "C  ""  "J  "%  J�
��/*�/*�  �> $  �> $  �> $  �> $  �> $   > $
��/*2 ��  J  J�  JA  JF  J$
��/*�/*�   > $  �> $  F> $  $> $  

 C$  "�  "$  J�  J$

F �MxO

 

x M��/*2 ��O

�
����� ��� 5 6��


������ "����
� 
���
������
� �

����
���

��&� �������

&��
��  � 
#8. /8&-5KR&;� ��/6�&-&8&(0. F$ 6�� <5=/��1 �E5�02 6��-�((�1 � <�;�)0(& )�

-&(�2 6�/*��0*� -0/��&*(+1 ���0�'0�((+1 �.-!
F� F F� F� F� A% F� F A% F F� F� F F� F�
F F� F F� AJ FF A% F� F F� A% F A" FA F 
FF F� F� F A% F F� FA F� F FA FA AJ AJ FA

� 



'�(����
#8. 6�/*��&(0. ���0�'0�((�;� �.-� ��)80G(+& )(�G&(0. 6�0)(��� ��/6�8�;�&<

� 6��.-�& 04 ��)��/*�(0.! ���(G�*&8�(� ���0�'0�((+1 �.- 6�0(0<�&* �0- ,

��)<&� A" AJ A% F� F F� FA FF
��/*�*�  A $ J  � % $ �

&��
��  �!
�) 6��*00 -&*�8&1 E+8� �*�E��(� F��2 ��/6�&-&8&(0& ��*��+4 6� ��)<&�5 -�&*/.

/8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

��)<&� -&*�802 �� "2%$DJ2�� J2��DJ2�$ J2�$DJ2 �
�0/8� -&*�8&1  � �J  A�

��)<&� -&*�802 �� J2 �DJ2 $ J2 $DJ2�� J2��DJ2�$
�0/8� -&*�8&1  $� C�  C

��1*0 �?0E�5 �+E���0 � 6�0 �6�&-&8&(00 /�&-(&;�!

'�(����
�(�G�8� (�4�-0< �+E���G(5K -0/6&�/0K 	��, 	�� U �� ���"�! H*� -�&* -8.

�?0E�0 �+E���0 6�0 �6�&-&8&(00 /�&-(&;�

� U 	��
p
n�  U

q
�� ���"��MF���  O U �� ���C  �

��� ���
q
�� ���"��F�� U �2���C�J2 *� 6�0 *��04 E�8�?04 �EW&<�4 �+E���0 n

<�=(� �?0E�5 �+E���0 � (�4�-0*� 6���*0G&/�0 6� 7��<58& s U 	��
p
n!

&��
��  �"
��&-/*��0*� �+E���5 0) n (�E8K-&(01 � �0-& *�E80'+ G�/*�*2 0/6�8�)5. "

0(*&���8�� ;�5660����0! �+E����,
��2A  $2F  "2�  %2� �A2A  J2 � 2%  $2A  C2J  A2� ��2F
 %2 � 2A  C2$  %2" ��2$  F2� ��2  C2J  F2" ��2J  %2$
 %2A  "2J   2J  "2J  "2J  C2�  $2" ��2J � 2%  �2$  �2 
 J2A  F2"  F2$  "2J  A2$  %2C  J2  J2F  A2%  %2  J2$
�A2C  C2" ��2F  %2$  "2�  "2$  %2F  J2C  $2A � 2 ��2�

'�(����
��)<�4 �+E���0 w U �A� C �  ��  U  A� $! #80(� 0(*&���8� ;�5660����0

h U  A� $�" 	 �! � ��G&/*�& 6&���;� 0(*&���8� 5-�E(� �).*�  �D � 0 *�� -�8&&
-8. /8&-5KR04 0(*&���8��!

�E�)(�G0< ,
i @ (�<&� 0(*&���8�Y
`i D ;��(0'+ i3;� 0(*&���8�Y
xi D /&�&-0(+ 0(*&���8��Y
ni D G�/*�*+Y
mi U

Pi
j�� nj D (���68&((+& G�/*�*+Y

pi U ni�n D �*(�/0*&8�(+& G�/*�*+ MG�/*�/*0OY
Fi U

Pi
j�� pj D (���68&((+& G�/*�/*0!

��



� �&)58�*�*& 6�85G�&< /8&-5KR5K *�E80'5 ,

i `i xi ni quadmi pi Fi

  �D �   � � �2�ACF �2�ACF
�  �D F  A F C �2�"�" �2 �% 
A  FD C  $ J  F �2 F$$ �2�$F$
F  CD J  "  � �C �2� J� �2F"�"
$  JD��  %  $ F �2�"�" �2"F$$
C ��D�� �   $� �2���� �2%F$$
" ��D�F �A A $$ �2�$F$  2����

&��
��  �)
#8. �6�&-&8&(0. ��&6�/*0 (0*0 6���&-&(+ 0/6+*�(0. n U  ��� 6��E2 -��?0&

/8&-5KR0& �&)58�*�*+,

��&6�/*� (0*02   J�D %�  %�D��� ���D� � � �D���
�0/8� 6��E2 ni $� %�  $� �J�

��&6�/*� (0*02  ���D�A� �A�D�F� �F�D�$�
�0/8� 6��E2 ni ���  �� %�

��/*��0*� �5<58.(*(+1 �.-!

'�(����
�(�G�8� (�4�-0< (���68&((+& G�/*�*+ -8. ��=-�;� 0) 0(*&���8�� -�((�;�

0(*&���8�(�;� ���0�'0�((�;� �.-� ,

m� U n� U $�Y m� U n� Z n� U $� Z %� U  F�Y

m� U �%�Y m� U $"�Y m� U "%�Y m� U % �Y m� U  ���!

���0< �E��)�<2 6�/8& (��<0����0 (� n U  ��� �5<58.(*(+1 �.- -8. -�((�;�
��/6�&-&8&(0. 0<&&* �0- ,

��&6�/*� (0*02   J�D %�  %�D��� ���D� � � �D���
�0/8� 6��E2 ni $� %�  $� �J�
Fi U mi�n �2�$� �2 F� �2�%� �2$"�

��&6�/*� (0*02  ���D�A� �A�D�F� �F�D�$�
�0/8� 6��E2 ni ���  �� %�
Fi U mi�n �2"%� �2% �  2���

&��
��  �*
��60/�*� � �0-& ���0�'0�((�;� 0 /*�*0/*0G&/��;� �.-�� �+E���5

f$ A "  � $ $ �  � " � " " F � Fg
��/*��0*� /*�*0/*0G&/�01 �.- 0 �6�&-&80*� ��)<�4 �+E���0!

'�(����
�EW&< �+E���0 n U  $! 
6��.-�G0��. 98&<&(*+ �+E���0 6� �&80G0(&2 6�85G�&<

���0�'0�((+1 M��(=0����((+1O �.-

f� � � A F F $ $ $ " " " "  �  �g

�A



��)<�4 �+E���0 /�/*��8.&* W U  �� � U J!
��)80G(+<0 � )�-�((�1 �+E���& .�8.K*/. 98&<&(*+ x� U �2 x� U A2 x� U F2

x� U $2 x� U "2 x� U  �!
�4 G�/*�*+ /��*�&*/*�&((� ���(+ n� U A2 n� U  2 n� U �2 n� U A2 n� U F2

n� U �!
�8&-���*&8�(�2 /*�*0/*0G&/�01 �.- 0/4�-(�1 �+E���0 <�=(� )�60/�*� � �0-&

/8&-5KR&1 *�E80'+ ,

xi � A F $ "  �
ni A  � A F �

#8. ��(*��8. 6���08�(�/*0 (�4�-0<
P

i ni U  $!

&��
��  �+
� '&8�K �6�&-&8&(0. /�&-(&1 /5<<+ ��8�-�� � /E&�&;�*&8�(�1 ��//&2 0<&KR&1

N U ���� ��8�-G0���2 6��0)�&-&(� �+E���G(�& �E/8&-���(0& ME&/6��*��(+1 �*E��O
n U    ��8�-��2 ��*���& -�8� /8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

�5<<� ��8�-�  �DA� A�D$� $�D"� "�D%� %�D  �   �D A�
�0/8� ��8�-��  A  � A� C� "

��8�)5./� 9*0<0 -�((+<02 (�1*0 -��&�0*&8�(+& ;��(0'+ -8. ;&(&��8�(�;�
/�&-(&;�2 ��*���& <�=(� E+8� E+ ;���(*0����*� / �&��.*(�/*�K p U �� %C!

'�(����
a�; 0(*&���8� /�/*��8.&* h U ��! �E�)(�G0< /&�&-0(5 i3;� 0(*&���8� G&�&) xi2

i U  � � � � � C! #8. 56��R&(0. ��/G&*�� ��&-&< �/6�<�;�*&8�(5K /85G�1(5K �&80G0(5

U U MX� x�O�h U MX� J�O����

�(�G�8� (�1-&< �+E���G(�& /�&-(&& 0 �+E���G(5K -0/6&�/0K2 -8. G&;� /�&-&<
�+G0/8&(0. � *�E80'5 ,

i :��(0'+ 0(*&���8� xi mi ui U Mxi � J�O��� miui miu
�
i

  �DA� ��  DA DA %
� A�D$� F� A D� DC  �
A $�D"� C�  � D D �  �
F "�D%� J� A� � � �
$ %�D  �  �� C�  C� C�
C   �D A�  �� " �  F �J

�5<<�    $$   %

�) *�E80'+ 0<&&<

U U
P

imiuiP
imi

U
$$
   

U �� F%$$Y

U� U
P

imiu
�
iP

imi

U
  %
   

U  � �"� �

�*/K-�
	�
U

U U� �
�
U
��

U  � �"� � �� �F$$ U �� J�CC�

�F



G*� -�&*

X U J� Z �� � �� F%$$ U J%� % Y 	�
X

U ��� � �� J�CC U AA�� CF�

��9*�<5 �?0E�� �6�&-&8&(0. /�&-(&;� � /�/*��8.&*

� 	
s

	�
X

n�  

�
 � n

N

	
U

s
AA�� CF
   �  

�
 �    

����

	
U  � C%�

��� ��� cMtO U �2%C 6�0 t U �2�$ M/<! *�E80'+ 75(�'00 ��68�/�O2 *�
6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*� � U t� U �2�$� 2C% U A2FC! �*��2 / �&��.*(�/*�K p U �� %C
-��&�0*&8�(+<0 ;��(0'�<0 -8. ;&(&��8�(�;� /�&-(&;� E5-5*

X� � U J%� % � A� FC U JC� F$ 0 X Z � U J%� % Z A� FC U %A� A"�

&��
��  �,
�� ��=-5K /�*(K 0);�*��8&((+4 -&*�8&1 � /�&-(&< E+��K* -�&2 (& 5-��8&3

*���.KR04 /*�(-��*5 ME���O! 	+8� 6���&�&(�  � 6��*01 6�  �� 0)-&801 � ��=-�1!
�*�8�(&(0. G0/8� �E(��5=&((+4 E������((+4 0)-&801 �* /�&-(&;� 6�0�&-&(+ � *�E3
80'& ,

��<&� 6��*00  � A F $ C " J %  �
�*�8�(&(0& �* /�&-(&;� D �   D  � D� �  

��/*��0*� ���0�'0�((+1 �.-! ��1*0 �+E���G(�& /�&-(&& 5�8�(&(0. G0/8�
E������((+4 0)-&801 �* 5/*�(��8&((�;� 0 &;� �+E���G(5K -0/6&�/0K!

'�(����
�+E���G(+1 �.- fD�2 D 2 D 2 �2 �2  2  2  2  2 �g /�-&�=0* 6.*� ��)80G(+4

)(�G&(01, fD�2 D 2 �2  2 �g! �4 G�/*�/*0 /��*�&*/*�&((� ���(+ f�2 Y �2�Y �2�Y �2FY �2 g!
��E80'�2 6�&-/*��8.KR�. /��1/*�� �+E���G(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 /8&-5K3

R�. ,

��<&�2 i  � A F $
�(�G&(0&2 xi D� D �  �
��/*�/*�2 fi �2 �2� �2� �2F �2 

�+E���G(�& /�&-(&& /�/*��8.&* X U �� �!
�+E���G(�. -0/6&�/0. ���(� 	�� U  � AC!

&��
��  �-
�+G0/80*� /�&-(&& X 0 -0/6&�/0K 	�

X

� ;�5660����((�1 �+E���0

'���
 
���
���� i � � 8
7
��
�� 
���
���� @i �8<B�8� �8�B�<� �<�B�<?

C������ ni � 8 �>

'���
 
���
���� i < > ?
7
��
�� 
���
���� @i �<?B�>� �>�B�>< �><B�>�

C������ ni �� �< �

�$



'�(����

 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 )�-�((�1 �+E����12 -80(� ��=-�;� 0) 0(*&���8��

;�5660����0 /�/*��8.&* h U F2 � )(�G&(0& /&�&-0(+ 0(*&���8�2 �/*�&G�KR&;�/. /
(�0E�8�?&1 G�/*�*�12 ���(� d� U  FJ! �E�)(�G0< (�E�� fzig D )(�G&(0. /&�&-0( i34
0(*&���8�� 0 6�&�E��)5&< ;�5660����((5K �+E���5 /8&-5KR0< �E��)�< ,

ui U
xi � d�

h
U

xi �  FJ
F

� i U  � �� � � � � C�

*!&! 0/6�8�)5&< 6�0�&-&((5K /85G�1(5K �&80G0(5 U!
�+G0/8&(0. /�&-&< � *�E80'5 ,

i quadzi ui ni niui niu
�
i

  AC DA  DA %
�  F� D� A DC  �
A  FF D  $ D $  $
F  FJ �  J � �
$  $�   F  F  F
C  $C � � F J

�5<<� D D $A DC $J

�&6&�� (�4�-0<

X U hUZ d� U F � �C
$A

Z  FJ 	  F"� $$�

	�
X

� U h�	�
U

� U F� � $J� M�CO��$A
$A

	  "� A��

&��
��  �.
#8. 6���&��0 ��E�*+ 6��;��<<+ 6�/*��&(0. ;0/*�;��<<+ E+8 �E��E�*�(

<�//0� fxng2 n U  � �� � � � � N 2 ;-& �EW&< �+E���0 N U  ����! �(�G&(0. ��;5<&(*�
x E+80 6�85G&(+ 6� 6���085 xn U n
�N 2 � )(�G&(0. 75(�'00 yMxO D 6� 6���085
yn U sinMxnO! ���0< �E��)�<2 0/4�-(+1 <�//0� 6�&-/*��8.&* /�E�1 �+E���5 )(�G&(01
	�������	�� ��	�"��!

��/*��0*� ;0/*�;��<<5 <�//0�� fyng2 �+E��� G0/8� ��(�8�� �(�80)� M U �F!

'�(����
�(�G&(0. 75(�'00 �;��(0G&(+2 �G&�0-(�2 0(*&���8�< � � y �  ! ��9*�<5 �

9*�< 0(*&���8& 0 E5-&< )�-���*� ��(�8+ �(�80)� ;0/*�;��<<+ ?0�0(�1 h U  �M
��=-+1!

:0/*�;��<<� 6�0�&-&(� (� �0/  !%! ����1 &L �0- /��*�&*/*�5&* ;��70�5
68�*(�/*0 (&��*���1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 6�-G0(.KR&1/. )���(5 ���/0(5/�!

1�����	��� �/80 E+ 6&�&<&((�. x E+8� ������	�� ������	��2 ���(�<&�(�
��/6�&-&8&((�1 (� 0(*&���8& M� � x � 
O2 *� *06 ;0/*�;��<<+ E+8 E+ *��0< =&!

&��
��  � /
#8. �6�&-&8&(0. /�&-(&;� 6��'&(*� /+��;� E&8�� � )&�(�4 6?&(0'+ E+8�

�*�E��(� C�C )&�&(2 �E/8&-���(0& ��*��+4 6���)�8�2 G*� �+E���G(�& /�&-(&& ���(�
 C2J2 � �+E���G(�. -0/6&�/0. /�/*��08� F!

�C



�

����

����

GMmO

m
� � �� �� �� ��

�
����� ��D 5 7
���*
���� G:m; "����

 y F sin:x; :����������� ���
�
�� x


������
�� ��������� 
���
��� :�G ���;G ��H�� ����
�
 N F �����G �
��� ������� ����
��

*
���*
���� M F �<G ������
� �*
��
���� ���
�
��� max y F �;

�&<5 ���(� �&��.*(�/*� p *�;�2 G*� /�&-(01 6��'&(* /+��;� E&8�� �*80G�&*/.
�*  C2J 6� �E/�8K*(�1 �&80G0(& <&(�?& G&< (� �2�_Q

'�(����
�EW&< ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 (&0)�&/*&(! ��9*�<5 �?0E�5 �+E���0 (�4�3

-0< 6� 7��<58& � 	 	�
p
n�  !

� (�?&< /85G�& n U C�C2 	� U F 02 /8&-���*&8�(�2

� 	 ��
p
C�$ U ���$ U �� �J�

��� ��� PrMjX� Xj � �O 	 �cM���O2 *� 0/��<�. �&��.*(�/*�

p U PrMjX�  C� Jj � �� �O 	 �c M�� ���� �JO U �cM�� $O U �� %J"$J�

&��
��  �  
�(�G&(0. n (&)��0/0<+4 /85G�1(+4 �&80G0( fX�2 X�2 � � � 2 Xng2 0<&KR04 �-(5

0 *5 =& 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. GMxO2 ��/6�8�=&(+ � 6��.-�& ��)��/*�(0.! �5/*�

 0 � D )�-�((+& '&8+& G0/8� M � 
� � � nO!

��1*0 ��/6�&-&8&(0& 
3;� )(�G&(0. /(0)5 U 0 �3;� )(�G&(0. /�&�45 V � 9*�<
��(=0����((�< �.-&!

'�(����
#8. *�;�2 G*�E+ �&80G0(� U 6�6�8� � 0(*&���8 \u� u Z du]2 (&�E4�-0<� 0

-�/*�*�G(�2 G*�E+ ���0&3(0E5-� 
 �  0) n �&80G0( fX�2 X�2 � � � 2 Xng 6�0(.80
)(�G&(0.2 <&(�?0& G&< u2 �-(� )(�G&(0& 6�6�8� � 0(*&���8 \u� uZ du]2 � �/*�8�(+&
n� 
 6�0(.80 )(�G&(0.2 (& <&(�?0& G&< uZ du!

�"



���0< �E��)�<2 <+ 6�04�-0< � /4&<& 6��*��&(0. �6+*�� / *�&<. (&/��<&/*3
(+<0 /�E+*0.<02 �E��)5KR0<0 6�8(5K ;�5665 ,

A� U fX � ug� A� U fX 
 uZ dug� A� U fu � X � uZ dug�

�/80 �E�)(�G0*� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. gMuO U dGMuO�du 2 *� �&��.*(�/*0
6�0�&-&((+4 /�E+*01 6�0 �-(�< �6+*& ���(+ /��*�&*/*�&((� M/ *�G(�/*�K -�
E&/��(&G(� <�8+4 �+/?04 6��.-���O

PrMA�O U GMuO� PrMA�O U  �GMuO� PrMA�O U gMuOdu�

��;-� 6�85G0<

f
U
MuO U

n d
M
 �  O dMn� 
O

G���MuO \ �GMuO]n�� gMuO

D 9*� 7��<58� �6�&-&8.&* 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. 
3;� )(�G&(0. �.-�!

(�8�;0G(� (�4�-0< 68�*(�/*� �3;� )(�G&(0. V

f
V
MvO U

n d
M��  O dMn� �O

G���MvO \ �GMvO]n�� gMvO�

#8. ��(=0����((�;� �.-� ��//<�*�0< /85G�1(+& �&80G0(+ ,

(�0<&(�?&& )(�G&(0& �.-� U U min
��i�n

fXigY
(�0E�8�?&& )(�G&(0& �.-� V U max

��i�n
fXig!

��0 
 U  0 � U  6�85G�&< -8. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. (�0<&(�?&;� U 0
(�0E�8�?&;� V )(�G&(0& ��//<�*�0��&<�;� �.-�

f
U
MuO U n\ �GMuO]n�� gMuO� f

V
MvO U nGn��MuO gMvO�

��0�&-&< *��=& �+��=&(0& -8. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. ��)(�/*0 <&=-5 
3<
)(�G&(0&< /�&�45 0 
3< )(�G&(0&< /(0)5 R U V 3 U

f
R
MrO U

nd
\M
 �  Od]� Mn� �
Od

�

�
�Z

��

gMxOgMr Z xO G���MxO\GMr Z xO�GMxO]n��� \ �GMr Z xO]��� dx�

� G�/*(�< /85G�& 6�0 
 U  �*/K-� 6�85G�&< 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. 2�����
���
����

S U max
��i�n

fXig � min
��i�n

fXig
� �+E���& 0) n (&)��0/0<+4 /85G�1(+4 �&80G0( M�����$ ��
����O

f
S
MsO U nMn�  O

�Z
��

\GMxZ sO�GMxO]n��gMxOgMsZ xO dx�

�J



��'� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
  � 
�/6+*+��8�/� G5�/*�0*&8�(�/*� F� 6�0&<(0���! #�((+& 6�0�&-&(+ � *�E80'&2

� ��*���1 � 6&���1 /*���& -�(+ 0(*&���8+ G5�/*�0*&8�(�/*0 � <0�����8�*�42 ��
�*���1 D /�&-(0& *�G�0 9*04 0(*&���8�� f��2 � *�&*�&1 D G0/8� 6�0&<(0��� ni2
G5�/*�0*&8�(�/*� ��*��+4 ���)�8�/� � 9*�< 0(*&���8&!

!���
��� �>B�> �>B��> ��>B��> ��>B��> ��>B��>
f	
 >� ��� �>� ��� �>�
ni � � � > �

!���
��� ��>B8�> 8�>B8�> 8�>B<�> <�>B<�> <�>B>�>
f	
 8�� 8>� <�� <>� >��
ni ? � ? � �

!���
��� >�>B>�> >�>B?�> ?�>B?�> ?�>B��> ��>B��>
f	
 >>� ?�� ?>� ��� �>�
ni � � � � �

��/*��0*� 9<60�0G&/�5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. 0 ;0/*�;��<<5 �+E���02
(�1*0 /�&-(KK G5�/*�0*&8�(�/*� 6�0&<(0��� 0) 9*�1 6��*00 0 &L /�&-(&�+E���G(�&
5�8�(&(0&!

�
�
�
  �!
��E8K-&(0. )� *�8R0(�1 M� ��O <&-(+4 �E��)'�� -�80 /8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

�2�A �2�F� �2�F% �2�F �2�$� �2�FF �2�FC �2�F� �2�AJ �2�F�
�2�FA �2�AF �2�F �2�$� �2�F �2�FA �2�F �2�A" �2�F �2�$$
�2�F �2�FF �2�F" �2�F� �2�$J �2�F� �2�AJ �2�F� �2�FA �2�$C
�2�$A �2�F� �2�FA �2�AJ �2�F �2�A" �2�F �2�FC �2�C �2�FF
�2�F �2�FC �2�FF �2�F" �2�AJ �2�F� �2�F% �2�F �2�F� �2�A"

��/*��0*� �5<58.(*(+1 �.-2 (�G&�*0*� �5<58.*5 0 �;0�5 /*�*0/*0G&/��;�
��/6�&-&8&(0. 6�0�&-&((+4 -�((+4!

�
�
�
  �"
�E/8&-���(0& 6���)�8� /8&-5KR&& ��/6�&-&8&(0& ��/*� ;�566+ K(�?&1 ,

��/*2 �� �0/8� K(�?&1
 FAD FC  
 FCD F% �
 F%D $� J
 $�D $$ �C
 $$D $J C$
 $JD C  ��
 C D CF  J 
 CFD C" �� 

��/*2 �� �0/8� K(�?&1
 C"D "�  "�
 "�D "A  ��
 "AD "C CF
 "CD "% �J
 "%D J�  �
 J�D J$ A
 J$D JJ  
 JJD %  

��/*��0*� �5<58.(*(+1 �.-2 (�G&�*0*� �5<58.*5 0 �;0�5!

�%



�
�
�
  �)
��&-(.. *&<6&��*5�� ��)-54� � /&(*.E�& � -�54 ;���-�4 MXO 0 MYO 0)<&�.8�/�

� *&G&(0& F� 8&*! #�((+& 6�0�&-&(+ � *�E80'&!

X Y
 �2�  �2J
 �2�   2A
 �2�  �2�
 �2�  A2�
 �2J  �2%
 A2J  �2�
 A2  A2�
 A2�  A2�

X Y
 A2%  �2 
 F2�  �2�
 F2�  �2�
 F2�  �2�
 A2%  �2F
 $2�   2�
 F2�  F2J
 F2�  $2�

X Y
 F2%  A2�
 F2%  F2�
 $2  A2J
 $2�  C2�
 $2$  A2%
 $2%  F2"
 C2�  A2�
 $2%  $2�

X Y
 C2�  C2�
 C2%  �2%
 "2�  A2%
 C2%  F2J
 C2%  $2�
 "2�  C2�
 C2J  "2�
 "2$  C2�

X Y
 J2�  F2�
 J2�  F2%
 J2  C2�
 J2F  "2J
 %2�  $2�
 %2A  C2 
��2�  "2�
��2  "2"

��1*0 �+E���G(+& /�&-(&<&/.G(+& *&<6&��*5�+ � �E�04 (�/&8&((+4 65(�*�4
0 04 /�&-(&���-��*0G(+& 5�8�(&(0.!

�
�
�
  �*
:�566� �E0*5�0&(*�� 6�85G080 /8&-5KR0& E�88+ (� 6�0L<(+4 9�)�<&(�4,

��  % �� �F �  J �A  " ��  C  $ �A �� � �F � 
�F � ��  J  %  " �� ��  C ��  J ��  " �  "  %
�� �A � �$ �� ��  % � �F �� �A � �% �� �  %
�  % �� �� �  J �� �$ �  J �A ��  C �� �A ��

��1*0 <�-52 <&-0�(5 0 /�&-(&& ��07<&*0G&/��& 9*�;� ��/6�&-&8&(0.!

�
�
�
  �+
�E/8&-���(0& 6���)�8� /8&-5KR&& ��/6�&-&8&(0& ��/*� ;�566+ -&�5?&� ,

��/*2 �� �0/8� -&�5?&�
 AAD AC  
 ACD A% �
 A%D F�  J
 F�D F$ AC
 F$D FJ J$
 FJD $  F�
 $ D $F �  
 $FD $"  J 

��/*2 �� �0/8� -&�5?&�
 $"D C�  $�
 C�D CA  �%
 CAD CC $F
 CCD C%  J
 C%D "� J
 "�D "$  
 "$D "J �
 "JD J �

��1*0 <�-52 <&-0�(5 0 /�&-(&& ��07<&*0G&/��& 9*�;� ��/6�&-&8&(0.!

�
�
�
  �,
�85G�1(�. �&80G0(� X ���(�<&�(� ��/6�&-&8&(� (� 0(*&���8& \�� �
]2 �

/85G�1(�. �&80G0(� Y /�.)�(� / X /��*(�?&(0&< Y U tgMXO! ��85G&(� �+E����
�EW&<�< n )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ Y!

��0�&/*0 -077&�&('0�8�(+1 0 0(*&;��8�(+1 )���(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1
�&80G0(+ Y!

��/*��0*� ;0/*�;��<<5 0 �5<58.*5 �+E���0!

A�



�
�
�
  �-
�� <�8�G(�1 7&�<& )��&;0/*�0����80 /�&-&(0. � �&80G0(& 5-�. ����� ,


-�12 � ��80G&/*�� �����
F��DC��  
C��DJ�� A
J��D ��� C
 ���D ���   
 ���D F��  $
 F��D C�� ��


-�12 � ��80G&/*�� �����
 C��D J��  F
 J��D����  �
����D����  �
����D�F�� C
�F��D�C�� �

�C�� 0 �+?& �

��1*0 -0/6&�/0K2 ��9770'0&(* ���0�'00 0 ��)<�4 ���0�'00 ��/6�&-&8&(0.!

�
�
�
  �.
��E8K-&(0. )� *�8R0(�1 M� ��O /8K-.(+4 �E��)'�� -�80 �&)58�*�*+ ,

�2�A� �2�A% �2�� �2�A� �2�A% �2�A �2�F� �2�AF �2�AC �2�A� �2��J
�2�A �2�F� �2�A� �2�AA �2��F �2�A �2�F� �2�A �2�AA �2�A �2��"
�2�A" �2�A �2�A �2�F$ �2�A �2�AF �2��" �2�A� �2�FJ �2�A� �2��J
�2�AC �2��J �2�A� �2�AA �2�FC �2�FA �2�A� �2�AA �2��J �2�A �2��"
�2��C �2�A �2�AC �2�$ �2�AF �2�A �2�AC �2�AF �2�A" �2��J �2�A�

��/*��0*� 6� 9*0< -�((+< 0(*&���8�(+1 ���0�'0�((+1 �.- / ���(+<0
0(*&���8�<0 M6&��+1 0(*&���8 �2���D�2��F2 �*���1 �2��FD�2��J 0 *!-!O 0 (�G&�*0*�
;0/*�;��<<5!

�
�
�
  � /
�&�&) ��=-+1 G�/ 0)<&�.8�/� (�6�.=&(0& *��� � 98&�*��/&*0! ��0 9*�< E+80

6�85G&(+ /8&-5KR0& )(�G&(0. M� V O ,

��" � % � $ �A� �A� ��A ��� ��� � J � % ���
�� ��" ��C ��C ��% �  � $ � J ��� � C ���
��� �� ��$ ��F � � � " � % ��� ��� ��� � J
� J � % ��� � J ��$ ��F � � � " � % ��� ���

��/*��0*� /*�*0/*0G&/��& ��/6�&-&8&(0& 0 (�G&�*0*� 6�80;�(!

�
�
�
  �  
�85G�1(�. �&80G0(� X ���(�<&�(� ��/6�&-&8&(� (� 0(*&���8& M�� �
O2 �

/85G�1(�. �&80G0(� Y /�.)�(� / X /��*(�?&(0&< Y U sinMXO! ��85G&(� �+E����
�EW&<�< n )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ Y!

��0�&/*0 -077&�&('0�8�(+1 0 0(*&;��8�(+1 )���(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1
�&80G0(+ Y! ��/*��0*� ;0/*�;��<<5 0 �5<58.*5 �+E���0!

�
�
�
  � !
��/*��0*� -0/��&*(+1 ���0�'0�((+1 �.- 0 (�G&�*0*� 6�80;�( ��/6�&-&8&(0.

;�566+ �E0*5�0&(*�� 6� G0/85 E�88��2 6�85G&((+4 0<0 (� 6�0L<(+4 9�)�<&(�4 ,

��  % �� �F �  J �A  " ��  C  $ �A � �F � 
�F � ��  J  " �� ��  C ��  J ��  " �  "  %
��  % � �F �� �A � �A �� �  % �� �A �� �$
�� �A � �$ �� ��  C �� �  J  J �A �  % ��

A 



�
�
�
  � "
#�((+& �E 5��=�1(�/*0 �=0 (� ��)80G(+4 5G�/*��4 6�8. 6�0�&-&(+ �

/8&-5KR&1 *�E80'& ,


��=�1(�/*�2 "/ � %D �  �D $  $D J  JD� � D�F �FD�"
#�8. 5G�/*��

�* �ER&1 C  � AA ��  % J
6�/&�(�1 68�R�-02 _

��/*��0*� �5<58.(*(+1 �.-2 (�G&�*0*� �5<58.*5 0 �;0�5!

�
�
�
  � )
��E8K-&(0. )� 6��'&(*�< =0�� � <�8��& $� ����� -�80 �&)58�*�*+ ,

A2JC F2�C A2C" A2%" A2"C A2C A2%C F2�F A2JF A2%F
A2%J A2$" A2J" F2�" A2%% A2C% A2"C A2" A2%F A2J�
F2 C A2"C F2�� A2FC F2�J A2JJ F2� A2%A A2" A2J 
F2�� F2 " A2"� F2�% A2"J F2�� A2"A A2$� A2J% A2%�
F2 J F2�C F2�A F2 F A2"� F2AA A2J� F2�A A2C� A2% 

��/*��0*� 6� 9*0< -�((+< 0(*&���8�(+1 ���0�'0�((+1 �.- / ���(+<0
0(*&���8�<0 M6&��+1 0(*&���8 A2F$DA2$$ _2 �*���1 0(*&���8 A2$$DA2C$ _ 0 *!-!O 0
0)�E��)0*� &;� ;��70G&/�0!

��*� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* �-(�
)�-�(0&! ��-�(0& -�8=(� �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

��60?0*& 6��;��<<52 ��*���. /�)-�&* �+E���5 �EW&<�<N /85G�1(+4 �&80G0(2
6�-G0(.KR04/. )�-�((�<5 )���(5 ��/6�&-&8&(0.! � ��=-�< 0) )���(�� ��/6�&-&8&3
(0. 6�&-5/<�*�0*& ��)<�=(�/*� ����0����(0. 6���<&*���! � /85G�& 0/6�8�)���(0.
<�*&<�*0G&/�04 6��&*�� 6�8�)���*�/. �/*��&((+<0 75(�'0.<0 <�=(� 80?� -8.
/���(&(0.! �&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<�1
�+E���0! �&�E4�-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4 M6�/*��0*� 6��;��<<(�
;0/*�;��<<5 0 �5<58.*5O! �&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!

�
��
��  
���(�<&�(�& ��/6�&-&8&(0&!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
n� D 8&��. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
n� D 6����. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
N D �EW&< �+E���0Y
xn D 6�/8&-���*&8�(�/*� �+E���G(+4 )(�G&(012  � n � N Y
M D G0/8� ��(�8�� �(�80)� ;0/*�;��<<+ 0 �5<58.*+!

A�



�
��
�� !
���<�8�(+1 )���( :�5//�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
m

X
D <�*&<�*0G&/��1 �=0-�(0&Y

	�
X
D -0/6&�/0.Y

N D �EW&< �+E���0Y
xn D 6�/8&-���*&8�(�/*� �+E���G(+4 )(�G&(012  � n � N Y
M D G0/8� ��(�8�� �(�80)� ;0/*�;��<<+ 0 �5<58.*+!

�
��
�� "
��/6�&-&8&(0& �5�//�(�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
m

X
D <�*&<�*0G&/��1 �=0-�(0&Y

N D �EW&< �+E���0Y
xn D 6�/8&-���*&8�(�/*� �+E���G(+4 )(�G&(012  � n � N Y
M D G0/8� ��(�8�� �(�80)� ;0/*�;��<<+ 0 �5<58.*+!

���,� (
�
��� ��� ������
�

 ! ���0& )�-�G0 ��//<�*�0��&* <�*&<�*0G&/��. /*�*0/*0��Q
�! �*� (�)+��&*/. ;&(&��8�(�1 /����56(�/*�K2 �+E���G(�1 /����56(�/*�KQ
A! � G&< )��8KG�&*/. /5R(�/*� �+E���G(�;� <&*�-�Q
F! �*� (�)+��&*/. /*�*0/*0G&/�0< )���(�< ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G03

(+Q
$! �*� (�)+��&*/. 9<60�0G&/��1 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+Q
C! � G&< /�/*�0* ��)80G0& <&=-5 9<60�0G&/��1 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. 0

*&��&*0G&/��1 M0(*&;��8�(�1O 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+Q
"! ���0& /��1/*�� 0<&&* 9<60�0G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1

�&80G0(+Q
J! �&�&G0/80*& �/(��(+& �0-+ ;��70���2 /85=�R04 -8. 0)�E��=&(0. /*�*0/*03

G&/�04 �.-��!

AA



�� ����������� ���
�� ������	������

������������
� ����������

��0E�8&& G�/*� �/*�&G�KR0&/. ��/6�&-&8&(0. �/(��(+4 /*�*0/*0�2 �+G0/8.3
&<+4 6� �+E���& 0) (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 /�.)�(+
/ (��<�8�(+< )���(�< :�5//�2 ;�<<�3��/6�&-&8&(0&<2 ��/6�&-&8&(0&< 403���-��*
fM��O2 ��/6�&-&8&(0&< �*�K-&(*� 0 ��/6�&-&8&(0&< P0?&��3�(&-&����! ��0 04 ��/3
/<�*�&(00 <+ *��=& �/*�&*0</. / ;�<<�1375(�'0&1 H18&�� kM�O! � )�-�G�4 <�3
*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 *��=& G�/*� 0/6�8�)5K*/. ��/6�&-&8&(0. ��8<�;����� 0
��8<�;�����3�<0�(��� KM�O2 ��/6�&-&8&(0. 	��*8&**�2 ���<&�� 0 -�5;0&!

���� -���
����� 	

�� �
���


�85G�1(�. �&80G0(� X 0<&&* 	������	�� ����������	�� / 6���<&*��<0 m 0 	�2
&/80 &L 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. /8&-5KR�. ,

f
X
MxO U

 p
�
 	

exp

�
� Mx�mO�

�	�

�
� M�� O

�E8�/*�K �6�&-&8&(0. X .�8.&*/. �/. G0/8���. �/�2 �� � x ��!
��� *��5K /85G�1(5K �&80G0(5 &RL ;����.*2 G*� �	� ����������	� �� ����	�

������! H*� /85G�1(�. �&80G0(� (�0E�8&& ?0���� 6�0<&(.&*/. 6�0 6�/*��&(00
/*�*0/*0G&/�04 <�-&8&1!

�� 6���*0�& -8. ���*��/*0 (��<�8�(5K /85G�1(5K �&80G0(5 X / 6���<&*��<0
m 0 	 G�/*� �E�)(�G�K* ��� N MmY 	O!

��0��. ��/6�&-&8&(0.2 �60/+��KR�. 68�*(�/*� M�! O2 /0<<&*�0G(� �*(�/0*&8�3
(� *�G�0m2 � ��*���1 68�*(�/*� -�/*0;�&* <��/0<5<�! �) 9*�1 /0<<&*�00 (&6�/�&-3
/*�&((� �+*&��&*2 G*� <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ X ���(�

M\X] U m� M���O

� 0)<&(&(0&< )(�G&(0. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. ��0��.2 ��� '&8�&2 /<&R�&*3
/. / /*���(5 0)<&(&(0.2 ��� 9*� 6���)�(� (� �0/! �! D�!�! � *�G�& x U m -�/*0;�&*/.

<��/0<5<2 ���(+1
�p

�
	
���

U �� A%J%�	!
#0/6&�/0. (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X ���(�

D\X] U 	�� M��AO

���0< �E��)�<2 6���<&*� 	 <�=(� 0(*&�6�&*0����*� ��� <&�5 ��//&.(0.
/85G�1(�1 �&80G0(+ X ����5; /��&;� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. M/<! �0/! �!AD�!FO!

AF



�J �C �F �� � � F C J

x

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

f
X
MxO

NM�FY  O

�����������������������������������������������������������
���������������������
���������������
��������������
��������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�����������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

NM�Y  O

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������
���������������
��������������
��������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
���������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

NMFY  O

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������
����������������
��������������
��������������
��������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
���������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��� 5 #�������� f
X
:x; ��
������*� 
���
������
� 7����� ��� ������� N:�<G �;-

N:�G �; 
 N:<G �; � ��
����
��
 � F � 
 m F �<� � 
 < ��������������

�J �C �F �� � � F C J

x

�!�

�!�

�!F

�!C

�!J

 !�

F
X
MxO

NM�FY  O

NM�Y  O

NMFY  O
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������
������������������
���������������
���������������
��������������
��������������
�������������
������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
��������������
��������������
��������������
���������������
�����������������
�����������������
������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
������������
��������������
��������������
��������������
��������������
���������������
������������������
����������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������
������������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
�������������
�������������
��������������
�������������
�������������
�������������
�������������
��������������
��������������
���������������
�����������������
�������������������
���������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��� 5 !���*
������ ����� F
X
:x; 
���
������
� 7����� ��� ������� N:�<G �;-

N:�G �; 
 N:<G �; � ��
����
��
 � F � 
 m F �<� � 
 < ��������������

�J �C �F �� � � F C J

x

�!�

�!�

�!F

�!C

�!J

f
X
MxO

NM�Y ��$O

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������
�������������
������������
�������������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
������������
������������
������������
������������
�����������
������������
�������������
�����������
�����������
������������
�������������
������������
������������
�������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

NM�Y  ��O

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
���������������
������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

NM�Y ���O
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������
�����������������������������������

��������������������������������
�������������������������������

����������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��8 5 #�������� ��
������*� 
���
������
� f
X
:x; 7����� ��� ������� N:�G �� >;-

N:�G �� �;- N:�G �� �; � ��
����
��
 m F � 
 � F �->- �-� 
 �-�

A$



�J �C �F �� � � F C J

x

�!�

�!�

�!F

�!C

�!J

 !�

F
X
MxO NM�Y �� �O

��������������������������������������������������������������������������������������������������������
NM�Y  � �O

����������������������������������������������������������������������������������������������������������

NM�Y �� $O
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������

���������������������������
���������������������
��������������������
�������������������
������������������
����������������
���������������
�����������������
����������������
���������������
����������������
���������������
���������������
����������������
����������������
����������������
�����������������
�����������������
������������������
�������������������
���������������������
�������������������������
��������������������������������

����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������
������������������
��������������
��������������
��������������
��������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
��������������
��������������
���������������
����������������
��������������������
����������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������
�������������
�������������
������������
�������������
�����������
������������
�������������
������������
�����������
�������������
������������
������������
������������
������������
�����������
�������������
������������
�������������
�����������
�������������
������������
��������������
�����������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��< 5 !���*
������ ����� F
X
:x; 
���
������
� 7����� ��� ������� N:�G �� >;-

N:�G �� �;- N:�G �� �; � ��
����
��
 m F � 
 � F �->- �-� 
 �-�

�) �6�&-&8&(0. M�! O /8&-5&*2 G*� (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& 6�8(�/*�K �6�&-&8.&*/.
/��0<0 -�5<. 6���<&*��<0 D <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< m 0 -0/6&�/0&1 	�!

�(*&;��8�(�. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. F
X
MxO (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+

0<&&* �0-

F
X
MxO U PrMX � xO U

 p
�
 	

xZ
��

exp

�
� Mx� �mO�

�	�

�
dx�� M��FO

� 6�<�R�K 75(�'00 F
X
MxO <�=&* E+*� �6�&-&8&(� �&��.*(�/*� 6�6�-�(0.

(��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ � )�-�((+1 0(*&���8 M�� �O,

PrM� � X � �O U F
X
M�O� F

X
M�O� M��$O

�����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. qM�O (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X /8&-5K3
R�. M

p� O ,
qM�O U M\expMi�XO] U exp

�
im�� ��	�

�

�
� M��CO

�-(0< 0) ��=(&1?04 /��1/*� (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ .�8.&*/. &L
5/*�1G0��/*� 6�0 ��<6�)0'00! 
 0<&((�2 65/*� X� 0 X� D (��<�8�(+& /85G�1(+&
�&80G0(+ / 6���<&*��<0 m�2 m� 0 	�

�2 	
�
� ! ��;-� 04 /5<<� X U X� Z X� E5-&* *��=&

(��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(�1 / 6���<&*��<0 m U m� Zm� 0 	� U 	�
� Z 	�

� !
#8. 6��0)��8�(+4 )(�G&(01 6���<&*��� m 0 	 *�E580����*� 75(�'00 f

X
MxO 0

F
X
MxO -�/*�*�G(� /8�=(�2 6�9*�<5 6�8�)5K*/. ���	����	�� 	������	�� ������	��

M���	������O

Z U
X�m

	
� M��"O

-8. ��*���1 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. f
Z
MzO /8&-5KR�. ,

f
Z
MzO U

 p
�


exp

�
� z�

�

�
� M��JO

AC



�  � A F $
z

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

�!$

cMzO

������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
��������������
������������
�������������
�������������
�������������
��������������
�������������
��������������
�������������
��������������
�������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
����������������
���������������
�����������������
�����������������
�������������������
��������������������
����������������������
����������������������������

�������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��> 5 J����
� K������ L:z;

*!&! &L 6���<&*�+ ���(+ m
Z
U �2 	

Z
U  02 *��0< �E��)�<2 Z �N M�Y  O! :��70�

f
Z
MzO2 6�0�&-&((+1 (� �0/! �! 2 (�)+��K* ������ ������!

�(*&;��8�(�. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. F
Z
MzO -8. /*�(-��*(�1 (��<�8�(�1

�&80G0(+ �6�&-&8.&*/. 0) �+��=&(0.

F
Z
MzO U PrMZ � zO U

 p
�


zZ
��

exp

�
� u�

�

�
du� M��%O

� /085 /0<<&*�00 /�E+*0. Z� � 0 Z� � ���(��&��.*(+2 6�9*�<5 F
Z
M�O U �� $

0

F
Z
MzO U

 
�
Z

 p
�


zZ
�

exp

�
� u�

�

�
du�

���<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& G�/*� 0/6�8�)5&*/. � /*�*0/*0G&/�04 �+G0/8&(0.4!
P5(�'0. ��/6�&-&8&(0. F

Z
MzO )��0/0* *�8��� �* �-(�1 6&�&<&((�1 z! ��/��8��5

0(*&;��8 � M�!%O (& �+��=�&*/. G&�&) 98&<&(*��(+& 75(�'002 � 6���*0G&/�04
6�0<&(&(0.4 6�8�)5K*/. ��	�"��� 3������

cMzO U
 p
�


zZ
�

exp

�
� u�

�

�
du� M�� �O

0 6�9*�<5
F
Z
MzO U �� $ Z cMzO� M��  O

P5(�'0. ��68�/� .�8.&*/. (&G&*(�12 cM�zO U �cMzO2 6�9*�<5 6�0 *�E580��3
��(00 6�0��-.* *�8��� (&�*�0'�*&8�(+& )(�G&(0. ��;5<&(*� z!

#8. (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X <�=(� )�60/�*� 6�0 x� � x�

PrMx� � X � x�O U c
�
x� �m

	

	
� c

�
x� �m

	

	
� M�� �O

A"



� *�< /85G�&2 ��;-� ;��(0'+ x� 0 x� ��/6�8�;�K*/. /0<<&*�0G(� �*(�/0*&8�(�
m2 *!&! x� U m� � 0 x� U m Z �2 *� <�=(� )�60/�*� � E�8&& ��<6��*(�1 7��<&

PrMjX�mj � �O U �c
�
�

	

	
M�� AaO

0802 &/80 6�-/*��0*� � U z	2

PrMjX�mj � z	O U �cMzO� M�� AbO

��8�;�. � 6�0�&-&((�1 7��<58& z U  2 �2 A2 F2 0) *�E80' 75(�'00 ��68�/�
(�1-&<

PrMjX�mj � 	O U �cM O U �� CJAY

PrMjX�mj � �	O U �cM�O U �� %$FY

PrMjX�mj � A	O U �cMAO U �� %%"AY

PrMjX�mj � F	O U �cMFO U �� %%%%F�

M�� FO

H*� ���&(/*�� �E+G(� -8. z U A 7��<580�5K* � �0-& ������� ���$ �� �,
6���*0G&/�0 -�/*��&�(� M*!&! / �&��.*(�/*�K �2%%"AO2 G*� �*�8�(&(0& (��<�8�(�
��/6�&-&8&((�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ �* &L <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. (& 6�&�+/0*
6� �E/�8K*(�1 �&80G0(& *�&4 /0;<! �&��.*(�/*� 6��*0��6�8�=(�;� /�E+*0. PrMjX�
mj � A	O 6�0 9*�< /�/*��0* �2���"!

������������ 4��	����� u����� /*�(-��*(�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. /
68�*(�/*�K f

Z
MzO2 �*�&G�KR0< )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 �2 (�)+��&*/. *���&

)(�G&(0&2 6�0 ��*���< �+6�8(.&*/. ���&(/*��

Pr
�
jZj � u�����

�
U

Z u�����

�u�����

f
Z
MzO dz U

U F
Z
Mu�����O� F

Z
M�u�����O U �cMu�����O U  � �� M�� $O

� ;&�<&*�0G&/��1 *�G�0 )�&(0. (�4�=-&(0& ���(*08. u����� )��8KG�&*/. �
*���< �+E��& -�54 ;��(0G(+4 )(�G&(01 z2 6�0 ��*��+4 68�R�-�2 �;��(0G&((�.
/�&�45 ��0��1 68�*(�/*0 f

Z
MzO2 �/�K �E/'0// /(0)5 0 �&�*0��8�(+<0 80(0.<02

6��4�-.R0<0 G&�&) *�G�0 z U �u����� 0 z U u�����2 E+8� E+ ���(�1 �! #�5;0<0
/8���<02 -8. (�4�=-&(0. ���(*08. u����� 6�0 )�-�((�< 5���(& � (&�E4�-0<� �&?0*�
5���(&(0&

�cMu�����O U  � �� M�� CO

����1 ���(*08� (�)+��&*/. ��������		��!
��)<�=(� *��=& 0/6�8�)���(0& ���������		� � 0 ����������		� � ���(*08&1!
�&��/*���((01 ���(*08� �u��� 0R5* 0) 5/8��0.

Pr MZ � �u���O U
Z �u���

��
f
Z
MzO dz U �� $� cMu���O U �� M�� "aO

/��*�&*/*�&((� 6����/*���((01 ���(*08� u��� @ 0) 5/8��0.

Pr MZ � u���O U
Z �

u���
f
Z
MzO dz U �� $ Z cMu���O U  � �� M�� "bO

AJ



� /85G�& (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 8&��/*���((01 0 6����/*���((01 ���(*03
80 ���(+ 6� <�-58K2 9*� =& �*(�/0*/. � �E�0< -�5/*���((0< ���(*08.<! ��(��&*3
(+& 04 )(�G&(0. <�=(� (�1*0 (� �/(���(00 7��<58 M�! CO 0 M�! "O 0) *�E80' 75(�'00
��68�/� M/<! 6�08�=&(0&O!

��-��E(� *&4(0�� 6�0<&(&(0. (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ 6�0 �&?&(00
)�-�G <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 0)8�=&(� (0=&!

���� ������� ����
����# ����
���# �������

.������	�� ����	 ����������	�� -8. /0/*&<+ 0) -�54 /85G�1(+4 �&80G0(
MX2YO M(��<�8�(+1 )���( (� 68�/��/*0O 0<&&* 68�*(�/*� �0-�

fMx� yO U
 

�
 	
X
	
Y

q
 � r�

XY

exp



�  

�M � r�
XY

O
QMx� yO

�
� M�� JO

QMx� yO U
Mx�m

X
O�

	�
X

� �r
XY

Mx�m
X
OMy �m

Y
O

	
X
	
Y

Z
My �m

Y
O�

	�
Y

�

;-& m
X
� m

Y
D <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0. /85G�1(+4 �&80G0( X 0 YY 	

X
� 	

Y
D 04

/�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0.Y r
XY

D 04 ��9770'0&(* ����&8.'00!
#8. /85G�1(+4 �&80G0(2 ��/6�&-&8&((+4 6� (��<�8�(�<5 )���(52 (&����&80��3

��((�/*� ���(�/08�(� (&)��0/0<�/*0! �/80 /85G�1(+& �&80G0(+ � 0 Y (&����&803
����(+ M(&)��0/0<+O2 *� r

XY
U � 0

fMx� yO U
 

�
 	
X
	
Y

exp



� Mx�m

X
O�

�	�
X

� My �m
Y
O�

�	�
Y

�
� M�� %O

�&��.*(�/*� 6�6�-�(0. /85G�1(�1 *�G�02 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5
)���(52 � 6�.<�5;�8�(0� R /� /*���(�<02 6���88&8�(+<0 ;8��(+< �/.< ��//&0��(0.2
�+��=�&*/. 7��<58�1

PrfM��YO � Rg U M����O

U

�
c

�
� �m

X

	
X

�
� c

�
��m

X

	
X

�
 �
c

�
� �m

Y

	
Y

�
� c

�
� �m

Y

	
Y

�

� M����O

)-&/� x � \�� �O� y � \�� �O!
*������� ���	�� ����	���� M98806/�< ��//&0��(0.O (�)+��&*/. 98806/2 ��

�/&4 *�G��4 ��*���;� /��<&/*(�. 68�*(�/*� (��<�8�(�;� )���(� 6�/*�.((� , fMx� yO U
const! ��85�/0 98806/� 6��6��'0�(�8�(+ 	

X
� 	

Y
, a U k	

X
� b U k	

Y
!

�&��.*(�/*� 6�6�-�(0. /85G�1(�1 *�G�02 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5
)���(52 � �E8�/*� �k2 �;��(0G&((5K 98806/�< ��//&0��(0. / 6�85�/.<0 a 0 b2

PrfMX�YO � �kg U  � expM�k���O� M��� O

;-& k D ��)<&�+ 6�85�/&1 98806/�2 �+��=&((+& � /�&-(04 ���-��*0G(+4 �*�8�(&(03
.4, k U a�	

X
U b�	

Y
!

A%



�/80 	
X
U 	

Y
U 	2 ��//&0��(0& 6� (��<�8�(�<5 )���(5 (�)+��&*/. ��� ����!

��0 ��5;���< (��<�8�(�< ��//&0��(00 / m
X
U m

Y
U � ��//*�.(0& R �* *�G�0 MXYYO

-� (�G�8� ����-0(�* M'&(*�� ��//&0��(0.O ��/6�&-&8&(� �� ����	� 5����

fMrO U
�
r�	�

�
exp

�
�r���	�

�
� r 
 �� M����O

��/6�&-&8&(0K �&8&. 6�-G0(.&*/. <�-58� �&�*��� (� 68�/��/*02 &/80 &;� ��*�3
;�(�8�(+& /�/*��8.KR0& M6��&�'00 (� ����-0(�*(+& �/0O (&)��0/0<+ 0 ��/6�&-&8&3
(+ (��<�8�(� / (58&�+<0 <�*&<�*0G&/�0<0 �=0-�(0.<0 0 ���(+<0 -0/6&�/0.<0!

�E�ER&(0&< )���(� �&8&. .�8.&*/. ����������	�� 5����!5����! ��0 )�-�((�1
��(/*�(*& s 68�*(�/*� 9*�;� )���(� /8&-5KR�. ,

fMrO U
�
r�	�

�
exp

�
�r���	�

�
I�
�
rs�	�

�
� r 
 �� M���AO

;-&

I�MxO U M�
O��

��Z
�

exp\x cosM�O] d�

D ������"�����		�� ��	�"�� )������ 	����� � �	�����!

���<�8�(+1 )���( � 6��/*��(/*�& *�&4 0)<&�&(01 -8. (&)��0/0<+4 /85G�1(+4
�&80G0( X2 Y2 Z

fMx� y� zO U M���FO

U
 

M� 
O��� 	
X
	
Y
	
Z

exp

�
� Mx�m

X
O�

� 	�
X

� My �m
Y
O�

� 	�
Y

� Mz �m
Z
O�

� 	�
Z

�
�

�&��.*(�/*� 6�6�-�(0. /85G�1(�1 *�G�0 MX2Y2 ZO � �E8�/*� Ek2 �;��(0G&((5K
98806/�0-�< ���(�1 68�*(�/*0 / 6�85�/.<0 a U k	

X
2 b U k	

Y
2 c U k	

Z
2 ���(�

PrfMX�Y�ZO � Ekg U �cMkO�  �
q
��
k expM�k���O� M���$O

.������	�� ����	 ����������	�� -8. /0/*&<+ 0) n /85G�1(+4 �&80G0(
XU MX��X�� � � � �XnO M(��<�8�(+1 )���( � &��80-���< 6��/*��(/*�& ��)<&�(�/*0 nO
0<&&* 68�*(�/*� �0-�

fMXO U
 q

M�
On detMKO
exp

�
�  

�
MX �XcO�K��MX �XcO

	
� M���CO

�&�*�� X �E��)���( 0) n3��<6�(&(*(�;� (�E��� 0 ��/6�&-&8&( 6� <(�;�<&�(�<5
(��<�8�(�<5 )���(5 / ����&8.'0�((�1 <�*�0'&1 K 0 �&�*���< <�*&<�*0G&/�04
�=0-�(01 Xc U MXc�� Xc�� � � � � XcnO!

�) �+��=&(0. M�!�CO /8&-5&*2 G*� <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 0 -0/6&�/0. D\X]
/85G�1(�;� �&�*��� X /8&-5KR0& ,

M\X] U Xc� M���"aO

D\X] U M\MX�XcO�MX�XcO] U SpMKO� M���"bO

�*��2 0/��<�. -0/6&�/0. /85G�1(�1 �&�*��(�1 �&80G0(+ X ���(� /5<<&
-0�;�(�8�(+4 98&<&(*�� SpMKO ����&8.'0�((�1 <�*�0'+ K!

F�



���� �
��
.���
 �� �����
 � �/ �������
�

�
��
.�
�����������

I� :�<<�375(�'0&1 080 0(*&;��8�< H18&�� (�)+��&*/. 75(�'0. �0-�

kM�O U
�Z
�

x��� expM�xO dx� M���JO

�E8�/*� �6�&-&8&(0. ;�<<�375(�'00 D �/. G0/8���. �/�2 ���<& (58. 0
�*�0'�*&8�(+4 '&8+4 G0/&82 � U ��� ���� � � � �

:�<<�375(�'0. .�8.&*/. 0(*&;��8�<2 )��0/.R0< �* 6���<&*�� �! �(� 5-��8&3
*���.&* /8&-5KR0< /��1/*��<,

 O kM� Z  O U �kM�O 6�0 � � �! M�!�%O

�O kM O U kM�O U  ! M�!A�O

AO k
�
�
�

�
U

p

! M�!A O

���0< �E��)�<2 &/80 � D 6�8�=0*&8�(�& '&8�& G0/8�2 � U n2 *�

kMnO U Mn�  Od 080 kMnZ  O U nd M��A�O

�8&-���*&8�(�2 ;�<<�375(�'0. <�=&* ��//<�*�0��*�/. ��� �E�ER&(0& 7��*�3
�0�8�! �/80 =& ��;5<&(* � ���&( (58K 080 �*�0'�*&8�(�<5 '&8�<5 G0/852 *� )(�G&3
(0& ;�<<�375(�'00 ��/4�-0*/.!

�/80 ��;5<&(* � 6��6��'0�(�8&( �
�
2 *� kM�O <�=&* E+*� 8&;�� �+G0/8&(�!

��6�0<&�2 kM� ��O U ��p
!
��0 E�8�?04 )(�G&(0.4 ��;5<&(*� � ;�<<�375(�'0. �+G0/8.&*/. 6� 7��<58&

kM�O U M� �  OkM� �  O U M� �  OM� � �OkM� � �O U � � � 0 *�� -�8&&2 6��� ��;5<&(*
;�<<�375(�'00 (& ���=&*/. � 0(*&���8& M Y2 �O! � 9*�< 0(*&���8& ;�<<�375(�'0K
6�-��E(� *�E580�5K*! :��70� ;�<<�375(�'00 kM�O 0)�E��=&( (� �0/! �!C!

II� ��-&8�K �E��)���(0.  ����!����������	�� .�8.&*/. 6�*�� /�E+*01 /
6�/*�.((�1 0(*&(/0�(�/*�K �! ��0 9*�< � ��G&/*�& /85G�1(�1 �&80G0(+ T
��//<�*�0��&*/. ��&<.2 (&�E4�-0<�& -8. 6�.�8&(0. -�((�;� G0/8� � /�E+*01! ���0<
�E��)�<2 ��� 0 � 6���)�*&8�(�< )���(&2 �&80G0(� T <&(.&*/. � 0(*&���8& M���O!
��=(� 6���)�*�2 G*� 9*� ��/6�&-&8&(0& E5-&* )�-���*�/. 68�*(�/*�K ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1

f
T
MtY �� �O U

��

kM�O
t���e��t� t 
 �� M��AAO

080 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0.

PrMT � tO U F
T
MtY �� �O U

��

kM�O

tZ
�

u���e��u du� M��AFO

F 



�F �A �� � �  � A F $

�

� �

�J

�C

�F

��

�

�

F

C

J

 �

kM�O

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������
�������������
�������������
�����������
������������
�����������
������������
�����������
�����������
�����������
������������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
�������������
������������
�����������
�����������
�������

�����������
�����������
�����������
������������
������������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
�����������
�����������
������������
�������������
�����������
������������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
������������
�������������
����������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������
�������������
�������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
�����������
������������
�����������
������������
������������
�����������
�����������
�����������
������������
�����������
�����������
�����������
�����������
����

�����������
�����������
������������
�����������
�����������
�����������
������������
������������
������������
�����������
������������
�����������
������������
������������
�����������
�������������
������������
�������������
��������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������

����������������������
������������������������
���������������������
������������������
���������������
���������������
����������������
���������������
�������������
���������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
�������������
������������
������������
���

�
����� ��? 5 7
�"
� *����%"����

 6���
� N:�;

��/6�&-&8&(0& M�!AAO 080 M�!AFO (�)+��&*/.  ����!����������	��� M�0/! �!"O!
�(� )��0/0* �* /��&;� ��;5<&(*� t 0 6���<&*��� �2 �!

��<&(*+ 6&���;� 0 �*���;� 6��.-��� �6�&-&8.K*/. 0) ���&(/*�

M\T] U
�

�
� D\T] U

�

��
� M��A$O

�) �+��=&(01 M�!A$O <�=(� 6�85G0*� �'&(�0 6���<&*��� ;�<<�3��/6�&-&8&(0.
6� �6+*(+< -�((+< ,

�� U M\T]� �D\T]�Y M��ACaO

�� U M\T]�� �D\T]� U ��M\T]�� M��ACbO

��0 (&��*��+4 �6�&-&8&((+4 )(�G&(0.4 6���<&*�� � 6�85G�&< G�/*(+& /85G�0
;�<<�3��/6�&-&8&(0.! ���2 6�0 � U  ;�<<�3��/6�&-&8&(0& /��6�-�&* / 6���)�*&8�3
(+<! ��0 � D 6�8�=0*&8�(�< '&8�< G0/8& 6�85G�&< ����������	�� *���	 �2 ?0����
0/6�8�)5&<�& � *&��00 <�//���;� �E/85=0��(0.!

�����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. ;�<<�3��/6�&-&8&(0. /8&-5KR�. ,

q
T
MzO U M \expMizTO] U M � iz��O�� � M��A"O

F�



�  � A F $ C "

t

�!��

�!�$

�!$�

�!"$

 !��

f
T
MtY �� �O

� U  

� U �
� U A

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
��������������
���������������
���������������
������������������
������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������
�������������������
�������������������
������������������
�������������������
����������������������
�����������������������
������������������������������

�����������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��� 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f
T
:tG�� �; *����%
���
������
�

�

 � F �-� 
 �
�. ������
�. ��
����
� �

���� 0
����������� �� 1#�.
�
��
�2

H*� ��/6�&-&8&(0& /�.)�(� / (��<�8�(+< 0 ?0���� 0/6�8�)5&*/. 6�0 �&?&(00
��)80G(+4 )�-�G /*�*0/*0G&/��;� �(�80)�! � �/(��& �E��)���(0. 9*�;� ��/6�&-&8&3
(0. 8&=0* ��//<�*�&(0& �+E���0 0) (��<�8�(�1 /����56(�/*0!

��//<�*�0< /85G�1(5K �&80G0(5 Y2 ��/6�&-&8&((5K 6� (��<�8�(�<5 )���(5
/ <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< M\Y] U a 0 /�&-(0< ���-��*0G&/�0< �*�8�(&(0&< 	2
0802 E�8&& ���*��2 65/*� Y �N MaY 	O!

��;-� /85G�1(�. �&80G0(� UU MY � aO�	2 (�)+��&<�. ���	���������		��
������	�� ������	��2 ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / 6���<&*��<0 M\U]U �
0 	

U
U  2 *!&! U�N M�Y  O!
���-��* /*�(-��*0)���((�1 /85G�1(�1 �&80G0(+

U� U

�
Y � a

	

��

� �� M��AJO

(�)+��&*/. ������	�� ������	�� �� 6$�!�������7 � ��	�� �����	�# ���
���!
��//<�*�0< *&6&�� n (&)��0/0<+4 /85G�1(+4 �&80G0( Y�2 Y�2 � � � 2 Yn2

��/6�&-&8&((+4 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / <�*&<�*0G&/�0<0 �=0-�(0.<0 a�2 a�2 � � � 2
an 0 /�&-(0<0 ���-��*0G(+<0 �*�8�(&(0.<0 	�2 	�2 � � � 2 	n! �E��)5&< -8. ��=-�1
0) 9*04 /85G�1(+4 �&80G0( ���	���������		�# (��<�8�(5K /85G�1(5K �&80G0(5

Ui U
Yi � ai

	i
� i U  � �� � � � � n�

�5<<� ���-��*�� /*�(-��*0)���((+4 6&�&<&((+4

�� U U�
� ZU�

� � � �ZU�
n U M��A%O

FA



� � F C J  �  �  F  C  J ��

��

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

�!$

fM��O

n U �

n U F
n U C

n U J

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������
������������
������������
�������������
������������
������������
�������������
������������
�������������
��������������
�����������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
������������������
��������������������
��������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������
���������������������
����������������������
����������������������
������������������������
�����������������������������

����������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��� 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f:��; 
���
������
� �� ��� �
���

�������� ������� n F �� <� ?� �

U

�
Y� � a�

	�

��

Z

�
Y� � a�

	�

��

Z � � �Z

�
Yn � an

	n

��

(�)+��&*/. ������	�� ������	�� �� / 
 U n �����	��� ���
���! � /*�*0/*0G&/�04
*�E80'�4 0 6�0 �+6�8(&(00 ��/G&*�� G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 6�0(.*� �E�)(�G�*�
E5���1 
!

�8�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ �� 0<&&* �0-

fMtO U
h
���� kM
��O

i��
t����� expM�t��O� M��F�O

6�0 9*�< t 
 �!
�(�;-� 5-�E(� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. 5��)+��*� (&6�/�&-/*�&((� � *&�<0(�4

��,

fM��O dM��O U
h
���� kM
��O

i��
M��O����� exp

�
�����

�
dM��O� M��F��O

����(0��. 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. M�!F�O / ��(&& 6�0�&-&((�1 68�*(�/*�K
M�!AAO2 )��8KG�&<2 G*� ��/6�&-&8&(0& �� 6�&-/*��8.&* /�E�1 G�/*(+1 /85G�1 ;�<<�3

��/6�&-&8&(0. 6�0 � U
n

�
0 � U

 
�
!

�(*&;��8�(�. 75(�'0. ��3��/6�&-&8&(0. 0<&&* �0-

F M��O U PrMX � ��O U
h
���� kM
��O

i��
Z 	�

�
x����� expM�x��O dx� M��F O

���0< �E��)�<2 ��/6�&-&8&(0& �� )��0/0* �* �-(�;� 6���<&*�� 
 D G0/8�
/*&6&(&1 /��E�-+!

�� �0/! �!JD�!% 0)�E��=&(+ 6�0<&�+ ;��70��� 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. �&��3
.*(�/*&1 fM��O 0 0(*&;��8�(�1 75(�'00 ��3��/6�&-&8&(0. F M��O /��*�&*/*�&((�!

FF



� � F C J  �  �  F  C  J ��

��

�!��

�!�$

�!$�

�!"$

 !��

F M��O

�
F

C
J

������������
������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
��������������
�������������
��������������
�������������
��������������
��������������
��������������
����������������
�����������������
������������������
���������������������
�������������������������
������������������������������

�����������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������
�����������������
����������������
��������������
���������������
���������������
��������������
���������������
���������������
��������������
���������������
���������������
���������������
��������������
����������������
����������������
����������������
�����������������
������������������
�������������������
��������������������
����������������������
������������������������
����������������������������

�����������������������������������
���������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������
�����������������������
���������������������
������������������
�����������������
�����������������
�����������������
���������������
�����������������
����������������
����������������
����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�������������������
�������������������
�������������������
���������������������
����������������������
�������������������������
���������������������������
������������������������������

�������������������������������������
������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������

�������������������������
����������������������
���������������������
������������������
�������������������
������������������
������������������
������������������
������������������
�����������������
�������������������
�������������������
�������������������
��������������������
�������������������
���������������������
����������������������
����������������������
�������������������������
��������������������������
������������������������������

���������������������������������
����������������������������������������

�������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ��D 5 !���*
������ ����� 
���
������
� F :��; :�
��� �������� �������

n F �� <� ?� � ������� �
"
��
 � �

��.;

��� 9*� �0-(� 0) ;��70��� -8. fM��O2 68�*(�/*� ��3��/6�&-&8&(0. �/0<<&*�0G3
(�2 �(� 0<&&* 6���+1 5-80(&((+1 �4��/*� M� 6&�07&�01(�1 �E8�/*0 E�8�?04 5�8�3
(&(01 ��O! � ��/*�< n M080 
O �/0<<&*�0G(�/*� 68�*(�/*0 5<&(�?�&*/.2 6�0 9*�<
)���( ��/6�&-&8&(0. /*�&<0*/. � (��<�8�(�<5!

��//G0*�� 6&��+& -�� <�<&(*� ��2 6�85G0<

M\��] U 
� D\��] U �
� M��F�O

��/6�&-&8&(0& �� G�/*� 0/6�8�)5&*/. � /*�*0/*0G&/�04 �+G0/8&(0.42 � G�/*3
(�/*02 � /�.)0 /� /8&-5KR&1 *&��&<�1!

# � � � � 
 
� +���� x�� x�� � � � � xn , ����		�� ��
���� �� 	������	�
����������		��  �	�����	�� �������	���� N Mm� 	O �
'��� n� ��� %��� x� U �

n

Pn
i�� xi

� s� U �
n��

Pn
i�� Mxi � x�O� , �����������		� ��
����	�� �������������� ����	��

� ��
����	�� ���������� �� �� ���������� X� � S� , 	���������� ������	��
������	�� ������ ���������� Mn�  O	��S� ����� ����������	�� ��

n���
�����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. �� / G0/8�< /*&6&(&1 /��E�-+

n U 
 /8&-5KR�. ,

q�MzO U M
h
expMiz��

�O
i

U M � �izO���� � M��FAO

�5/*� ��//<�*�0��&*/. /85G�1(�. �&80G0(� ��
n / n /*&6&(.<0 /��E�-+ 0

/85G�1(�. �&80G0(� ��
m / m /*&6&(.<0 /��E�-+2 � *��=& �--0*0�(�. /85G�1(�.

�&80G0(� ��
n�m U ��

n Z ��
m / nZm /*&6&(.<0 /��E�-+! �) �0-� 4����*&�0/*0G&/��1

75(�'00 M�!FAO �+*&��&*2 G*�

qn�mMzO U qnMzO qmMzO U M � �izO�
n�m��� � M��FFO

� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 ��<6�)0'00 ��
n�m U ��

n Z ��
m /8&-5KR�. ,

fn�mMtO U
�
�
n�m��� k

�
nZm

�

	���

t
n�m����� expM�t��O� M��F$O

F$



���0< �E��)�<2 �--0*0�(�. /85G�1(�. �&80G0(� ��
n�m U ��

n Z ��
m *��=&

�60/+��&*/. )���(�< �� / n Z m /*&6&(.<0 /��E�-+2 *!&! /85G�1(�. �&80G0(� ��

�E8�-�&* /��1/*��< 5/*�1G0��/*0 6�0 ��<6�)0'00!
�5/*� 0<&&*/. n ���-��*�� /*�(-��*0)���((+4 6&�&<&((+4 U�

�2 U�
�2 � � � 2 U

�
n2

(� ��*��+&2 � /��K �G&�&-�2 (�8�=&(+ s 80(&1(+4 )��0/0<�/*&1 M/�.)&1O! ��;-�
��/6�&-&8&(0& 04 /5<<+ E5-&* 6�-G0(.*�/. )���(5 M�!F�O2 (� / G0/8�< /*&6&(&1
/��E�-+2 ���(+< 
 U n� s!

� 6���*0�& /*�*0/*0G&/�04 )�-�G G�R& 0/6�8�)5K* (& /�<5 68�*(�/*� ��/6�&3
-&8&(0. �&��.*(�/*&1 080 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.2 � ���	���� ��3����������	��2
�*�&G�KR0& ����	# �	�������� �2 ��*��+& 6�0 )�-�((�< 
 �E�)(�G�K* ��

�
�!

������������ 4��	����� ��
�
�2 �*�&G�KR0< )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 �2

(�)+��&*/. *���& )(�G&(0& �� U ��
�
� 2 6�0 ��*���< �+6�8(.&*/. ���&(/*��

Pr
�
�� � ��

�
�

�
U  � F M��

�
�O U
Z �

	����

fM��O dM��O U �� M��FCO

� ;&�<&*�0G&/��1 *�G�0 )�&(0. (�4�=-&(0& ���(*08. ��
�
� )��8KG�&*/. � *���<

�+E��& )(�G&(0. �� U ��
�
�2 6�0 ��*���< 68�R�-�2 �;��(0G&((�. /�&�45 ��0��1

68�*(�/*0 fM��O2 �/�K �E/'0// /(0)5 0 �&�*0��8�(�1 80(0&12 6��4�-.R&1 G&�&)
*�G�5 �� U ��

�
�2 E+8� E+ ���(�1 �! #�5;0<0 /8���<02 -8. (�4�=-&(0. ���(*08.
��
�
� 6�0 )�-�((+4 � 0 
 (&�E4�-0<� �&?0*� 5���(&(0& M�!FCO!

�� �0/! �! � M/�&�45O2 (� ��*���< 6�0�&-&(� 68�*(�/*� fM��O -8. /85G�.
� U �� �� 0 
 U  �2 9*� 68�R�-�2 G0/8&((� ���(�. 5���(K )(�G0<�/*0 �2
)�?*�04���(� �&�*0��8�(+<0 80(0.<0! �� *�< =& �0/5(�& M/(0)5O 6�0�&-&(�
0(*&;��8�(�. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. F M��O2 ��//<�*�&( *�* =& /85G�1 M� U �� �� 0

 U  �O! �5(�*0��< (� �0/5(�& �*<&G&( 5���&(� )(�G0<�/*0 � 0 �*�&G�KR01 &<5
���(*08� ��

�
�!
� 6�08�=&(00 6�0�&-&(+ )(�G&(0. ���(*08&1 ��

�
� -8. ��)80G(+4 )(�G&(01
G0/8� 
 /*&6&(&1 /��E�-+ 0 5���(. )(�G0<�/*0 �!

��!� 0
����������� ���+����


��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� Mt3��/6�&-&8&(0&O 0<&&* E�8�?�& )(�G&(0& 6�0 /*�3
*0/*0G&/�04 �+G0/8&(0.42 /�.)�((+4 / (��<�8�(+< )���(�<2 � 0<&((� *�;-�2 ��;-�
/�&-(&& ���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	 (&0)�&/*(� 0 &R& 6�-8&=0* �6�&-&8&(0K 6�
�6+*(+< -�((+<!

�5/*� Y 0 Y�2 Y�2 � � � 2 Yn D (&)��0/0<+& /85G�1(+& �&80G0(+2 0<&KR0&
(��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / 6���<&*��<0

M\Y] U M\Y�] U M\Y�] U � � � U M\Yn] U �

0
	\Y] U 	\Y�] U 	\Y�] U � � � U 	\Yn] U  �

FC



� $  �  $ �� �$

��
�
��

�!��

�!�$

�! �

fM��O

�8�R�-� U �

��

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������
�������������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
���������������
���������������
��������������
��������������
���������������
��������������
���������������
�����������������
�����������������
���������������������
�������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������

����������������������������������������������

����������������������������������������

����������������������������������

�����������������������������
�������������������������
���������������������
������������������
���������������
������������� ����������� ��������� �������� ������� ������ ����� ���� ��� ��� ��� ��

� $  �  $ �� �$

��
�
��

�!�
�!�
�!F
�!C
�!J
 !�

F M��O

��

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �������������������������������� �������������������������������� F M��
�
��O U  � �

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������

���������������������������
������������������������
������������������������
�����������������������
����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
��������������������������
������������������������
���������������������������
�������������������������������

������������������������������������
����������������������������������������������

���������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ���� 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f:��; :���
.�; 
 
���*
������

����� 
���
������
� F :��; :��
��; ��� �
��� �������� ������� � F �� :� F �� �G �����
��

��
�
� F ��

�
�
 �� 
���� �8-��;

�85G�1(�. �&80G0(�

T U Y

�
 
n

nX
i��

Y�
i

�����

U Y
�  
n
��
n

	����

� M��F"O

.�8.KR�./. 75(�'0&1 (��<�8�(� ��/6�&-&8&((+4 /85G�1(+4 �&80G0(2 (�)+��&*/.

��������	�� ���
�# &��#��	��!

� �5�/& *&��00 �&��.*(�/*&1 6���)+��&*/.2 G*� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1 /85G�1(�1 �&80G0(+ T 0<&&* �0- M/<! 6�0<&�+ � ��)-&85O

f
T
MtO U SMt� 
O U

k
�
���
�

�
p


 k

�
�
�

� � Z t��

��
������

� �� � t ��� M��FJO

H*� ��/6�&-&8&(0& (&6���<&*�0G&/��&2 *!&! �(� (& )��0/0* �* 6���<&*���
0/4�-(+4 /85G�1(+4 �&80G0(2 � )��0/0* 80?� �* 04 G0/8�!

� 9*�1 7��<58& E5���1 
 �E�)(�G&(� G0/8� /8�;�&<+4 � 6�-���&((�< �+��=&(00
-��E0 �*�K-&(*�2 *!&! 
 U n! ����& �E�)(�G&(0& G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ �ER&6�0(.*�
� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�&2 *�� ��� �E8&;G�&* 6�8�)���(0& /*�*0/*0G&/�0<0
*�E80'�<0!

F"



�$ �F �A �� � �  � A F $

t

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

f
T
MtO


 U  ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������

��������������������������������������
���������������������������
�����������������������
�������������������
������������������
����������������
���������������
���������������
��������������
�������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
���������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������


 U A�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������

����������������������������������
�������������������������
��������������������
������������������
����������������
���������������
��������������
��������������
��������������
�������������
��������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
��������������
��������������
����������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

NM��  O��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������
������������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
�����������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ���� 5 #�������
 
���
������
� &��0����� f
T
:t; �

 �������. ������� � F �-

� F 8 
 � F� B �

��� ��
������*� 
���
������
� N:�G �;

�) 7��<58+ M�!FJO /8&-5&*2 G*� ��/6�&-&8&(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ T (& )��0/0*
�* 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0. (&)��0/0<+4 /85G�1(+4 �&80G0( Y 0 Y�2 Y�2 � � � 2 Yn2
� )��0/0* *�8��� �* �-(�;� 6���<&*�� D G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 
2 ���(�;� G0/85
/8�;�&<+4 � 6�-���&((�< �+��=&(00 -��E0 �*�K-&(*� M�!F"O!

��*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 0 -0/6&�/0. /85G�1(�1 �&80G0(+ T /��*�&*/*�&((�
���(+

M\T] U �� D\T] U




 � �
� 
 � �� M��F%O

��0 (&�;��(0G&((�< 5�&80G&(00 G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ ��/6�&-&8&(0& �*�K3
-&(*� �/0<6*�*0G&/�0 6&�&4�-0* � (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& :�5//� / 6���<&*��<0
M\T]U �2 D\T]U  �

�� �0/! �!  0)�E��=&( ;��70� 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6�0
��)80G(+4 /*&6&(.4 /��E�-+! 
(�80)0�5. 9*�* ;��70�2 )�<&G�&<2 G*� / 5�&80G&(0&<
G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 
 �( 6�0E80=�&*/. � ��0��1 :�5//�! �/80 =& G0/8� /*&6&(&1
/��E�-+ 
 <�8�2 *� �&��.*(�/*0 E�8�?04 �*�8�(&(01 (&/��8��� E�8�?& 6� /���(&(0K
/ (��<�8�(+< )���(�< M6�0 T� � ��0��. t3��/6�&-&8&(0. ��/6�8�;�&*/. �+?&
(��<�8�(�1 ��0��1O!

� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& -�/*�*�G(� G�/*� 0/6�8�)5K*/. ���(*080 t���� �
��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� � )��0/0<�/*0 �* G0/8� 
 /*&6&(&1 /��E�-+ 0 )�-�((�;�
5���(. �&��.*(�/*0 �! �(�G&(0. ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� t���� � <�;5*
E+*� (�1-&(+ 0) �&?&(0. 5���(&(0.

Pr
�
jTj � t���� �

�
U �

�Z
t���� �

f
T
Mt�O dt� U �� M��$�O

� ;&�<&*�0G&/��1 *�G�0 )�&(0. (�4�=-&(0& ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K3
-&(*� t���� � )��8KG�&*/. � *���< �+E��& )(�G&(0. t���� �2 6�0 ��*���< /5<<��(�.
68�R�-� 6�- ��0��1 68�*(�/*0 f

T
MtO (� 5G�/*��4

�
��� � t���� �

�
0

�
t���� � ��

�

FJ



�$ �F �A �� � �  � A F $

t

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

f
T
MtO

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������

�������������������������������
�������������������������
��������������������
�����������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
�������������
��������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
���������������
�������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�8�R�-� U

U ���

t���
 �

��������������������������������
��������������������������������

���������������������������������������

��������������������������������
��������������������������
���������������������
�����������������
��������������
������������ ���������� ��������� ������� ������ ����� ����� ����

�8�R�-� U

U ���

�t���
 �

��������������������������������
��������������������������������

���������������������������������������

��������������������������������
��������������������������

���������������������
�����������������

��������������
����������������������������������������������������������

�
����� ���� 5 #�������� ��
��������� f
T
:t; 
���
������
� &��0����� ��� �
���

�������� ������� � F 8 :��/�

.������� ���1��� 
���� �;

E+8� E+ ���(�1 �! �� �0/! �! � /5<<��(�. 68�R�-� )�?*�04���((+4 -�54 5G�/*���
/�/*��8.&* �!

��$� 0
����������� 3�)��


5���������	�� 8�2��� MF 3��/6�&-&8&(0&O 56�*�&E8.&*/. 6�0 /���(&(00 -0/6&�3
/01 (��<�8�(+4 ��/6�&-&8&(012 �+G0/8&((+4 (� �/(���(00 �6+*(+4 -�((+4! MH*�*
)���( &R& G�/*� (�)+��K* ��/6�&-&8&(0&< P0?&��D�(&-&����O!

�5/*� /85G�1(+& �&80G0(+ X�2 X�2 � � �2 Xm 0 Y�2 Y�2 � � �2 Yn (&)��0/0<+ 0
0<&K* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / 6���<&*��<0

M\Xi] U �Y D\Xi] U  Y i U  � � � � � mY

M\Yj] U �Y D\Yj] U  Y j U  � � � � � n�

	&)��)<&�(�. /85G�1(�. �&80G0(�

F U

�
 
m

mX
i��

X�
i

��� 
n

nX
j��

Y�
j

�
A
��

M��$ O

��/6�&-&8&(� 6� )���(5 ��/6�&-&8&(0. P0?&��2 *!&! 0<&&* 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1 Mx 
 �O

f
F
MxO U

k
�

� Z 
�

�

	

k
�

�
�

	
k
�

�
�

	 �

�

�

	
���
x�������

�
 Z


�

�
x
	� 
��������

� M��$�O

;-& 
� U m D G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ G0/80*&8.Y 
� U n D G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+
)(�<&(�*&8. � M�!$ O!

F%



�  � A F $ C "
x

�!�

�!�

�!F

�!C

�!J

 !�

f
F
MxO


� U  �� 
� U  �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������
�����������
�����������
������������
������������
������������
�����������
�����������
�����������
�������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
�����������
�����������
������������
������������
�������������
������������
�����������
������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������


� U  �� 
� U  ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������
������������
�������������
������������
������������
������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�����������
�����������
�������������
������������
������������
������������
������������
�������������
������������
������������
�����������
�������������
������������
������������
�������������
������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������


� U  �� 
� U  ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������
������������
������������
�������������
������������
�����������
������������
������������
�������������
�����������
������������
�����������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
�����������
������������
�����������
�������������
������������
�����������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
�����������
�������������
������������
�������������
�������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ���8 5 #�������� 
���
������
� J
/�
� f
F
:x; ��� 
���
���. �
��� ��������

������� �� 
 ��

�) 7��<58+ M�!$�O /8&-5&*2 G*� ��/6�&-&8&(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ F )��0/0*
�* -�54 6���<&*��� D ����� �����	�� ���
��� 
� U m 0 
� U n! #8. 5-�E/*��
6�8�)���*&8&1 /*�*0/*0G&/�0<0 *�E80'�<0 G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 6�36�&=(&<5
�E�)(�G�K*/. E5���<0 
� U m 0 
� U n! :��70� 68�*(�/*0 �&��.*(�/*&1 F 3
��/6�&-&8&(0. 0)�E��=&( (� �0/! �! A!

� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& -�/*�*�G(� G�/*� 0/6�8�)5K*/. ���(*080 F 3
��/6�&-&8&(0. f�� ��
 �� � )��0/0<�/*0 �* G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 
� 0 
� 0 )�-�((�;�
5���(. �&��.*(�/*0 �! �) �&?&(0. 5���(&(0.

Pr M jFj � f�� ��
 ��O U �
�Z

f�� ��� ��

f
F
MxO dx U � M��$AO

<�;5* E+*� (�1-&(+ )(�G&(0. ���(*08&1 f�� ��
 �� ��/6�&-&8&(0. P0?&��!

��&� 0
����������� 4����%����


� 6���*0G&/�04 )�-�G�4 6���&��0 ;06�*&) � /�;8�/00 -�((+4 �+E���0 / ��(3
��&*(+< *&��&*0G&/�0< )���(�< ��/6�&-&8&(0. -8. 8KE�1 (&6�&�+�(�1 /85G�1(�1
�&80G0(+ 6�0<&(.&*/. �3��0*&�01 
!�! ��8<�;�����!

��)(0��KR�. 6�0 6���&��& *���1 ;06�*&)+ /85G�1(�. �&80G0(� M�+E���G(�.
/*�*0/*0��O { 0<&&* 0(*&;��8�(5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. KM�O �0-� M�0/! �! FO

KM�O U Pr M{ � �O U  �
�X

k���

M� Ok expM��k���O M��$FO

0 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1

fM�O U
d

d�
KM�O U F�

�X
k���

M� Okk� expM��k���O� M��$$O

$�



�!� �!$  !�  !$ �!�

�

�!�

�!$

 !�

 !$

fM�O

�!�

�!$

 !�
KM�O

fM�O KM�O

���������������������������������������������������������������������������
��������������
�������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
�����������
������������
������������
������������
�����������
������������
������������
�������������
�����������
������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
�������������
�������������
�������������
������������
����������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������
��������������������
�������������������
������������������
����������������
����������������
����������������
������������������
�����������������
�������������������
���������������������
���������������������
���������������������
�������������������������
��������������������������������

��������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ���< 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f:�; 
 
���*
������ �����


���
������
� K:�; ��������� ���
�
��- 
���
��������� �� ������ 9����*�
���

��� =&2 ��� 0 ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*�2 9*� ��/6�&-&8&(0& (&6���<&*�0G&/��&2
*!&! �(� (& )��0/0* �* ����;�380E� 6���<&*��!

� �-(�/*���((04 ��0*&�0.4 /�;8�/0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 { / )�-�(3
(+< *&��&*0G&/�0< ��/6�&-&8&(0&< *��=& 0/6�8�)5&*/. ��/6�&-&8&(0& �<0�(���3
��8<�;�����2 5 ��*���;� 0(*&;��8�(�. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. KM�O /8&-5KR�.

KM�O U Pr M{ � �O U  � expM����O� M��$CO

/ �*�&G�KR&1 &1 68�*(�/*�K ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1

fM�O U
d

d�
KM�O U F� expM����O� M��$"O

H*� ��/6�&-&8&(0& *��=& 6�0<&(.&*/. -8. 6���&��0 ;06�*&)+ � *�<2 G*� -�&
�+E���0 0)�8&G&(+ 0) �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

��'� 0
����������� 5�������

�85G�1(�. �&80G0(� X (�)+��&*/. ����������		�� �� 
�	������	��� ����	�
M6� )���(5 	&�(5880O2 &/80 �(� .�8.&*/. G0/8�< m 6�.�8&(01 /85G�1(�;� /�E+*0.
� n 0/6+*�(0.42 6�0 5/8��002 G*� � �-(�< M8KE�<O �6+*& 9*� /�E+*0& 6�.�8.&*/. /
)�-�((�1 �&��.*(�/*�K p!

����( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X

�m
n U PrfX U mg U Cm
n p

mqn�m� M��$JaO

080

�m
n U
n d

m d Mn�mO d
pmqn�m� M��$JbO

;-& � � p �  2 q U  � pY m U ��  � � � � � n!

$ 



Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

nU  $

Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

n U  �

Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

n U $

�
����� ���> 5 ����
������
� 2�
����
G n F >G ��G �>G p F �->

Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    � m

p U �2A

Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J %  � m

p U �2�

Pm
n

�2�$

�  � A F $ C " J m

p U �2 

�
����� ���? 5 ����
������
� 2�
����
G p F �-�G �-�G �-8G n F �>

$�



��/6�&-&8&(0& M�!$JO )��0/0* �* -�54 6���<&*��� , n M�0/! �! CO 0 p M�0/! �! "O!
�) *&��&<+ � 6��*��&(00 �6+*�� /8&-5&*2 G*� ����� X ������	�� ��
���� ���

n 	���������$ �����$ ����� 
�	������	�� ����������	��! ���0< �E��)�<2
�&��.*(�/*� �-(�;� /8�=(�;� /�E+*0.2 /�/*�.R&;� � *�<2 G*� � n 0/6+*�(0.4 /�E+*0&
A (�/*560* m ��) 0 (& (�/*560* n �m ��)2 ���(� Pm
n! #8. /85G�1(�1 �&80G0(+
X2 0<&KR&1 E0(�<0�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / 6���<&*��<0 p 0 n2 �+6�8(.&*/.

M\X] U np� D\X] U npq� M��$%O

;-& q U  � p!
��8�)���*�/. 7��<58�1 	&�(5880 M�!$JO 6�0 E�8�?04 )(�G&(0.4 n -�/*�*�G(�

*�5-(�2 *�� ��� �(� *�&E5&* �+6�8(&(0. -&1/*�01 (�- E�8�?0<0 G0/8�<0!
�<&K* <&/*� �/0<6*�*0G&/�0& 7��<58+2 ��*��+& 6�)��8.K* 6�0E80=&((�

(�1*0 �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. /�E+*0. ���(� k ��) � n 0/6+*�(0.42 &/80 G0/8�
0/6+*�(01 -�/*�*�G(� �&80��! ���*�&*/*�5KR0& �+��=&(0. 7��<580�5K*/. � �0-&
8���8�(�1 0 0(*&;��8�(�1 *&��&< �5����D��68�/�!

H*� *&��&<� )�60/+��&*/. � 8���8�(�1 0 � 0(*&;��8�(�1 7��<�4!

����8�(�. 7��<� *&��&<+ �5����3��68�/� ,
9��� ������	���� p ������	�� ��
���� A � ��0��� ������	�� ������		� �

�����	� �� 	��� � ���	�"�� �� ������	���� PnMkO �� �� ��� ��
���� A ��������
� n ������	��$ ���	� k ���� ���
��0�		� ���	�

PnMkO U
 p

�
npq
exp

�
� Mk � npO�

�npq

�
� M��C�O

��� ���	��� ��� 
���2� ����� ������	�� n!

�(*&;��8�(�. 7��<� *&��&<+ �5����D��68�/� ,
9��� ������	���� p 	�������	�� ��
���� A � ��0��� ������	�� ������		�

� �����	� �� 	��� � ���	�"�� �� ������	���� PnMk�� k�O �� �� ��� ��
���� A
�������� � n ������	��$ � �������	� �� k� �� k� ���� ���
��0�		� ���	�

PnMk�� k�O U
 p
�


�Z
�

expM�z���O dz� M��C O

 �� � U Mk� � npO�
p
npq � � U Mk� � npO�

p
npq!

��*� 0
����������� ��
����


#0/��&*(�. /85G�1(�. �&80G0(� � (�)+��&*/. ����������		�� �� ����	�
+�����	�2 &/80 &L ��)<�=(+& )(�G&(0. ��  � �� � � � � m� � � �2 � �&��.*(�/*� /�E+*0.
f� U mg �+��=�&*/. 7��<58�1

Pm U PrfX U mg U
�m

m d
expM��O� M��C�O

;-& � � �!

$A



Pm

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

� U C

Pm

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

� U F

Pm

�2�$

�  � A F $ C " J %  �    �  A m

� U �

�
����� ���� 5 ����
������
� #�������G � F �G <G ?

��/6�&-&8&(0& �5�//�(� )��0/0* �* �-(�;� 6���<&*�� � M�0/! �! "O!
#8. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 ��/6�&-&8&((�1 6� )���(5 �5�//�(�2

M\X] U �� D\X] U �� M��CAO

�5�//�(��/��& ��/6�&-&8&(0& .�8.&*/. 6�&-&8�(+< -8. E0(�<0�8�(�;� M�!$JO
6�0 p� �� n��2 &/80 np U � U const! H*0< ��/6�&-&8&(0&< <�=(� 6�8�)���*�/.
6�0E80=&((�2 &/80 6��0)��-0*/. E�8�?�& G0/8� (&)��0/0<+4 �6+*��2 � ��=-�< 0)
��*��+4 /�E+*0& A 6��0/4�-0* / <�8�1 �&��.*(�/*�K!

�5�//�(��/��<5 )���(5 ��/6�&-&8&(0. 6�-G0(.&*/. *��=& ��80G&/*�� *�G&�2
6�6�-�KR04 � )�-�((5K �E8�/*� 6��/*��(/*�� M�-(�<&�(�;�2 -�5<&�(�;� 080 *�&43
<&�(�;�O2 &/80 /85G�1(�& ��/6�8�=&(0& *�G&� � 9*�< 6��/*��(/*�& 5-��8&*���.&*
(&��*��+< �;��(0G&(0.<!

�-(�<&�(+1 ���0�(* �/*�&G�&*/. 6�0 ��//<�*�&(00 �6�*���� /�E+*01�! +���!
��� ��
���� (�)+��&*/. 6�/8&-���*&8�(�/*� �-(���-(+4 /�E+*012 (�/*56�KR04
�-(� )� -�5;0< � /85G�1(+& <�<&(*+ ��&<&(0!

��&-(&& G0/8� /�E+*01 �2 6�04�-.R04/. (� &-0(0'5 ��&<&(02 (�)+��&*/.
�	��	���	����# ������! �&80G0(� � <�=&* E+*� ��� 6�/*�.((�12 *�� 0 6&�&<&((�1 ,
� U �MtO!

��*�� /�E+*01 (�)+��&*/. ������� 
�� �������������2 &/80 �&��.*(�/*�
6�6�-�(0. *�;� 080 0(�;� G0/8� /�E+*01 (� ����13*� 5G�/*�� ��&<&(0 (& )��0/0*
�* *�;�2 /��8��� /�E+*01 6�6�8� (� 8KE�1 -�5;�1 (&6&�&/&��KR01/. / (0< 5G�/*��!

��*�� /�E+*01 (�)+��&*/. ����	��	��2 &/80 �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. (�
98&<&(*��(�< 5G�/*�& -�54 080 E�8&& /�E+*01 6�&(&E�&=0<� <�8� 6� /���(&(0K
/ �&��.*(�/*�K 6�.�8&(0. �-(�;� /�E+*0.!

$F



��-0(��(+1 6�*�� /�E+*01 E&) 6�/8&-&1/*�01 (�)+��&*/. ������	������! �/80
/�E+*0. �E��)5K* 65�//�(��/�01 6�*��2 *� G0/8� X /�E+*012 6�6�-�KR04 (� 8KE�1
5G�/*�� ��&<&(0 Mt� t Z �O2 ��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �5�//�(� ,

Pm U
am

m d
expM�aO� M��CFO

;-& a D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& G0/8� *�G&�2 6�6�-�KR04 (� 5G�/*�� ,

a U
t��Z
t

�MtO dt� M��C$O

�/80 �MtO U � U const2 65�//�(��/�01 6�*�� (�)+��&*/. /*�'0�(��(+< 65�//�3
(��/�0< 080 �������2��! #8. 6��/*&1?&;� 6�*��� G0/8� /�E+*012 6�6�-�KR04 (�
8KE�1 5G�/*�� ��&<&(0 6��-�8=0*&8�(�/*�K � 2 ��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �5�//�(� /
6���<&*��< a U �� !

&�����	�� ����� ����� (�)+��&*/. /����56(�/*� *�G&�2 /85G�1(+< �E��)�<
��)E��/�((+4 (� 68�/��/*0 M080 � 6��/*��(/*�&O!

:	��	���	����# 6��� ����	����#7 ���� � (�)+��&*/. /�&-(&& G0/8� *�G&�2
6�6�-�KR04 � &-0(0'5 68�R�-0 M�EW&<�O!

��8& *�G&� (�)+��&*/. ������	������2 &/80 �(� �E8�-�&* /8&-5KR0<0 /��1/*3
��<0 ,

 O �&��.*(�/*� 6�6�-�(0. *�;� 080 0(�;� G0/8� *�G&� � 8KE5K �E8�/*�
68�/��/*0 M6��/*��(/*��O (& )��0/0* �* *�;�2 /��8��� 04 6�6�8� � 8KE5K �E8�/*�2 (&
6&�&/&��KR5K/. / -�((�1Y

�O �&��.*(�/*� 6�6�-�(0. � 98&<&(*��(5K �E8�/*� }x}y -�54 080 E�8&& *�G&�
6�&(&E�&=0<� <�8� 6� /���(&(0K / �&��.*(�/*�K 6�6�-�(0. �-(�1 *�G�0 M/��1/*��
��-0(��(�/*0O!

�0/8� � *�G&� 65�//�(��/��;� 6�8.2 6�6�-�KR04 � 8KE5K �E8�/*� S 68�/��/*0
M6��/*��(/*��O2 ��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �5�//�(�,

Pm U PrfX U mg U
am

m d
expM�aO� m U ��  � �� � � � � M��CCO

;-& a D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& G0/8� *�G&�2 6�6�-�KR04 � �E8�/*� S! �/80
0(*&(/0�(�/*� 6�8. 6�/*�.((�2 �Mx� yO U � U const2 6�8& (�)+��&*/. ��	����	��
M/��1/*��2 �(�8�;0G(�& /*�'0�(��(�/*0 6�*��� /�E+*01O! ��0 �-(���-(�< 6�8& /
0(*&(/0�(�/*�K � 0<&&< a U S�2 ;-& S D 68�R�-� �E8�/*02 080 a U V �2 ;-& V D
�EW&< �E8�/*0!

�/80 6�8& (&�-(���-(�2 *�

a U
ZZ

S�

�Mx� yO dx dy � -8. 68�/��/*0Y M��C"aO

a U
Z Z

V �

Z
�Mx� y� zO dx dy dz � -8. �EW&<�� M��C"bO

� )�-�G�4 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 M6�0 �'&(0��(00 080 6���&��& /*�*0/3
*0G&/�04 ;06�*&)O 0/6�8�)5K*/. *��=& 0 -�5;0& )���(+ ��/6�&-&8&(0.!

$$



���,� �������

&��
�� !� 
�5/*� (� 6��0)��-/*�& ��/4�- <�*&�0�8� (�/0* /85G�1(+1 4����*&� /� /�&-(&1

0(*&(/0�(�/*�K �� &-0(0' � -&(�! #8. 6���+*0. ��/4�-� 6��0)��-.*/. &=&<&/.G(+&
6�/*���0 �EW&<�< � CF� &-0(0'!

�6�&-&80*� ,
�O �&��.*(�/*� �E��)���(0. -&70'0*� M(&4��*�0O <�*&�0�8��Y
EO �EW&< M�&80G0(5O 6�/*����2 6�0 ��*���< �&��.*(�/*� � ��)(0�(��&(0.

-&70'0*� (& 6�&�+/0* �2� !

'�(����
�E�)(�G0< G&�&) T 6��<&=5*�� ��&<&(02 � *&G&(0& ��*���;� /5<<��(+1

��/4�- ���=&*/. ���(+< �EW&<5 6�/*���0 �! �&80G0(� T .�8.&*/. /85G�1(�12
6�-G0(.KR&1/. ;�<<�D��/6�&-&8&(0K / 6���<&*��<0 � 0 �! #&70'0* �E��)5&*/.2
&/80 T ���=&*/. <&(�?& )�-�((�;� 0(*&���8� <&=-5 6�/*����<02 *!&! 6�0 T � A�!
�) �6�&-&8&(0. 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. 0<&&< PrMT � A�O U F

T
MA�Y �� �O!

aO ��-���./� � M�!AFO � U CF�2 � U �� 0 t U A�2 6�85G0<

PrMT � A�O U F
T
MA�Y CF�� ��O U

�����

kMCF�O

��Z
�

t���e���t dt U �� �$C%�

�*��2 -&70'0* E5-&* 0<&*� <&/*� / �&��.*(�/*�K �2�$C%!
EO �� )�-�((�1 �&80G0(& p U Pr MT � A�O U �2� U F

T
MA�Y �� ��O (�4�-0<

� U CC� M&-0(0'O! ��0 *���< �EW&<& 6�/*���� �&��.*(�/*� -&70'0*� (& 6�&�+/0*
�2� ! ���*�&*/*�&((�2 / �&��.*(�/*�K �2%% -&70'0*� )� ��//<�*�0��&<+1 ��&<&((�1
0(*&���8 (& E5-&*!

&��
�� !�"
��1*0 <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0.2 -0/6&�/00 0 ��9770'0&(* ����&8.'00 -�53

<&�(�1 (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

'�(����
��60?&< �+��=&(0& -8. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. f

XY
Mx� yO (��<�8�(�1 /0/*&3

<+ 0) -�54 /85G�1(+4 �&80G0( MX2YO

fMx� yO U
 

�
 	
X
	
Y

q
 � r�

XY

exp



�  

�M � r�
XY

O
QMx� yO

�
� M
O

QMx� yO U
Mx�m

X
O�

	�
X

� �r
XY

Mx�m
X
OMy �m

Y
O

	
X
	
Y

Z
My �m

Y
O�

	�
Y

�

;-& m
X
2 m

Y
2 	

X
2 	

Y
2 r

XY
D 6���<&*�+ )���(�!

 O �G&�0-(�2 G*�

M
XY

\X] U
�Z

��

�Z
��

x f
XY

Mx� yO dx dy U
�Z

��

x f
X
MxO dx U M

X
\X]�

$C



;-& f
X
MxO D 6��'0�8�(�. 68�*(�/*� X3��<6�(&(*+,

f
X
MxO U

 p
�
 	

X

exp



�  

�
Mx�m

X
O�

	�
X

�
�

6�85G�KR�./. 0) �+��=&(0. M
O 0(*&;�0����(0&< 6� 6&�&<&((�1 y!
�(*&;�0�5.2 6�85G0< -8. 6&��+4 -�54 <�<&(*�� X3��<6�(&(*+

M
XY

\X] U m
X
� D

XY
\X] U D

X
\X] U 	�

X
�

�O 
(�8�;0G(� 6�/*56�. -8. Y3��<6�(&(*+2 (�1-&<

M
XY

\Y] U m
Y
� D

XY
\Y] U D

Y
\Y] U 	�

Y
�

AO ��60?&< �+��=&(0& -8. /<&?�((�;� �*���;� <�<&(*�

k
XY

U M
XY

\MX�m
X
OMY �m

Y
O] U

�Z
��

�Z
��

Mx�m
X
OMy �m

Y
O f

XY
Mx� yO dx dy�

� ��)(0�?&< -��1(�< 0(*&;��8& 6&�&1-&< � (��+< 6&�&<&((+< 0(*&;�0����3
(0. Mu� vO 6� 6���085, u U Mx�m

X
O�	

X
2 v U My �m

Y
O�	

Y
2 G*� -�&*

k
XY

U
 

�

q
 � r�

XY

�Z
��

�Z
��

uv exp
�
� u� � �r

XY
uv Z v�

�M � r�
XY

O

�
du dv�

�&6&�� 5-�E(� �<&/*� 6&�&<&((�1 u ��&/*0 &RL �-(5 6&�&<&((5K 0(*&;�0��3
��(0. 6� 6���085 t U u� r

XY
v,

k
XY

U
 

�

q
 � r�

XY

�Z
��

�Z
��

Mt Z r
XY
vOv exp

�
� t� Z M � r�

XY
Ov�

�M � r�
XY

O

�
dt dv�

� 9*�< 0(*&;��8& ��8�- �* 6&���;� /8�;�&<�;� � ��5;8+4 /��E��4 Mt Z r
XY
vO

*�=-&/*�&((� ���&( (58K 0)3)� (&G&*(�/*0 6�-0(*&;��8�(�;� �+��=&(0. 0 G&*(�/*0
6�&-&8�� 0(*&;�0����(0. �*(�/0*&8�(� 6&�&<&((�1 t! �/*��?01/. -��1(�1 0(*&;��8
/*�(��0*/. 6��0)�&-&(0&< -�54 �-(����*(+4 0(*&;��8��,

k
XY

U
 q

�
M � r�
XY

O

�Z
��

exp
�
� t�

�M � r�
XY

O

�
dt

r
XYp
�


�Z
��

v� exp
�
� v�

�

�
dv�

� 5G&*�< (��<0����G(�;� <(�=0*&8. 6&��+1 0) 9*04 0(*&;��8�� *�=-&/*�&((�
���&(  !

�*���1 0(*&;��8 ME&) /�<(�=0*&8. r
XY

O /��6�-�&* /� )(�G&(0&< -0/6&�/00
6&�&<&((�1 v2 ��*���. *��=& ���(�  ! �*��2

k
XY

U r
XY
�

���0< �E��)�<2 )���( -�5<&�(�;� ��/6�&-&8&(0. M
O 6�8(�/*�K �6�&-&8.&*/.
)�-�(0&< &;� G0/8��+4 4����*&�0/*0� m

X
2 m

Y
2 	

X
2 	

Y
0 r

XY
!

$"



&��
�� !�"
#8. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 6�-G0(.KR&1/. , �O E0(�<0�8�(�<5 ��/6�&-&8&3

(0K2 EO ��/6�&-&8&(0K �5�//�(�2 (�1*0 &L 4����*&�0/*0G&/�5K 75(�'0K qM�O!

'�(����
��/6�8�)5&</. �6�&-&8&(0&< 4����*&�0/*0G&/��1 75(�'00

qM�O U M\ expMi�XO] U
X
i

Pi expMi�xiO�

#8. E0(�<0�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. / 6���<&*��<0 p 0 n 0<&&<

qM�O U
�
pei� Z  � p

�n
�

#8. ��/6�&-&8&(0. �5�//�(� / 6���<&*��< a (�1-&<

qM�O U exp
h
a
�
ei� �  

�i
�

&��
�� !�) 0'
����������� �� � n �������
� ������12
��-�( (�E�� (&)��0/0<+4 (��<�8�(+4 �&80G0( fX�2 X�� � � �2 Xng / 6���<&*��<0

fm� U �� m� U �� � � � � mn U �g 0 f	� U  � 	� U  � � � � � 	n U  g! ��//<�*�0< /85G�1(5K
�&80G0(5

Y U
nX
i��

X�
i �

��85G0*� )���( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ Y!

'�(����
�5/*� /(�G�8� n U  ! � 9*�< /85G�& 4����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. qY�M�O ���(�

q
Y�
M�O U M\ expMi�Y�O] U M\ expMi�X�

�O] U
�Z

��

 p
�


exp
�
�x�

��� Z i�x�
�

�
dx��

�(*&;�0�5.2 (�1-&<
q
Y�
M�O U M � �i�O�����

��/��8��5 6� 5/8��0K ��<6�(&(*+ �� Y (&)��0/0<+2 *� � /85G�&2 ��;-� �(�
�E��)���(� 0) n /8�;�&<+42 6�85G0<

q
Y
M�O U

nY
i��

q
Yi
M�O U

h
q
Y�
M�O

in
U M � �i�O�n���

�8�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. f
Y
MtO �� Y <�=(� �6�&-&80*� / 6�<�R�K �E��*(�;�

6�&�E��)���(0. P5��&2 G*� -�&*

f
Y
MtO U Ct

n
�
��e�t��� t 
 ��

;-& C @ 6�/*�.((�.! �L �6�&-&80< 0) 5/8��0. (��<0����0
Z �

�
f
Y
MtO dt U  2 �*�5-�

C�� U �n�� kMn��O! �*��2

f
Y
MtO U

 
�n�� kMn��O

tn����e�t���

$J



��1-&((�. 68�*(�/*� �*�&G�&* /85G�1(�1 �&80G0(&2 ��/6�&-&8&((�1 6� )���(5
�� / n /*&6&(.<0 /��E�-+!

&��
�� !�* 0'
����������� ��34����
2
��-�( (�E�� (&)��0/0<+4 (��<�8�(+4 �&80G0( fX�2 X�� � � �2 Xng / 6���<&*��<0

fm� U �� m� U �� � � � � mn U �g 0 f	� U  � 	� U  � � � � � 	n U  g! ���<& *�;�2 0<&&*/.
&R& �-(� (&)��0/0<�. (��<�8�(�. �&80G0(� X� / 6���<&*��<0 m� U � 0 	� U  !
��//<�*�0< /85G�1(5K �&80G0(5

T U X�

�
 
n

nX
i��

X�
i

�����

�

��85G0*� )���( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ T!

'�(����
��//<�*�0��&<�. /85G�1(�. �&80G0(� T .�8.&*/. /*�(-��*0)���((+< �*(�?&3

(0&< �*�K-&(*�

T U
X�q
���n

�

#8. (�4�=-&(0. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. f
T
MtO ��/6�8�)5&</. *&4(0��1 �3

75(�'00 #0����

f
T
MtO U M

�
��
�
� X�q

���n
� t

�
A
�
� �

�-&/� <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& (�4�-.* �*(�/0*&8�(� �� �� 0 �� X� /
68�*(�/*.<0 ��/6�&-&8&(01

f
X�
Mx�O dx� U

 
�


exp
�
�x�

���
�
dx��

f	�M�
�O d�� U

 
�n�� kMn��O

M��O
n
�
��e�	

����� d���

��-/*��0< 9*0 68�*(�/*0 � �+��=&(0& -8. f
T
MtO 0 5G*&< 708�*�5KR&&

/��1/*�� �375(�'002 *�;-� 6�85G0<

f
T
MtO U

 
�n�� kMn��O

 
n

�Z
�

M��On�� exp

�
�  

�
t���

n
� ��

�

�
d���

�/6�8�)5. *&6&�� (��5K 6&�&<&((5K 0(*&;�0����(0. u 6� 6���085

 
�
t���

n
Z

��

�
U u�

6�85G0<

f
T
MtO U

�
�n��

p
n

�
 Z t��n

�

�
�� �Z
�

u
n�����e�u du�

$%



��8�)5./� �6�&-&8&(0&< k375(�'002 ���(G�*&8�(� (�1-&<

f
T
MtO U

kMn��
�
Op


nkMn
�
O

�
 Z

t�

n

��
n�����

�

��1-&((�. 68�*(�/*� �*�&G�&* /85G�1(�1 �&80G0(&2 ��/6�&-&8&((�1 6� )���(5
�*�K-&(*�!

&��
�� !�+ 0'
����������� 5�(��
6��������
2
��-�(+ -�& /85G�1(+& �&80G0(+ S 0 T2 6�-G0(.KR0&/. )���(5 �� /��*�&*3

/*�&((� / n� 0 n� /*&6&(.<0 /��E�-+ 0 0<&KR0& �-0( 0 *�* =& 6���<&*� 	!
��85G0*� )���( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ U U S>T!

'�(����
����( ��/6�&-&8&(0. 0/4�-(+4 �&80G0( /8&-5KR01 M)-&/� C� 0 C� D (��<0��3

��G(+& ��(/*�(*+O ,

f
S
MsO ds U C�

�
s

	

	n���

exp

�
� s�

�	�

�
ds

	
� s 
 ��

f
T
MtO dt U C�

�
t

	

	n���

exp

�
� t�

�	�

�
dt

	
� t 
 ��

�*�E+ �6�&-&80*� 7��<5 )���(� �&80G0(+ U2 ��//<�*�0< ��/6�&-&8&(0& 6��+
S 0 T! ��&-&< /85G�1(+& �&80G0(+ R2 U 0 /-&8�&< )�<&(5 6&�&<&((+4

s� Z t� U r��
t

s
U u� u� r 
 ��

080
s U

rp
 Z u�

� t U
rup
 Z u�

�

�*/K-� �����DMs� tO
DMr� uO

����� U
rp

 Z u�
�

��;-� 98&<&(* -077&�&('0�8�(�1 �&��.*(�/*0 f
R�U

Mr� uO dr du 6��+ MR2UO
)�60?&*/. � �0-& MC� D (��<0����G(�. ��(/*�(*�O

f
R�U

Mr� uO dr du U C� exp

�
� r�

�	�

��
r

	

	n��n��� dr

	

un��� du

M Z u�O
n��n����
�

�*/K-� /8&-5&*2 G*� �&80G0(+ R 0 U D (&)��0/0<+2 6�0 9*�< �&80G0(� U
6�-G0(.&*/. )���(5 �� / n� Z n� /*&6&(.<0 /��E�-+!

���0(*&;�0����� 6�/8&-(&& �+��=&(0& 6� r2 6�85G0< 98&<&(* -077&�&('0�8�3
(�1 �&��.*(�/*0 �� U � 7��<&

f
U
MuO du U C�

un���

M Z u�O
n��n����
du�

C�



;-& C� D (��<0����G(�. ��(/*�(*�! H*5 6�/*�.((5K (�1-&< 0) 5/8��0. (��<0����0
�R
�
f
U
MuO du U  ! �*��2 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �� U /8&-5KR�. ,

f
U
MuO U

�k
�
n��n�

�

�
k
�
n�
�

�
k
�
n�
�

� un���

M Z u�O
n��n����
�

��1-&((�. 68�*(�/*� �*�&G�&* /85G�1(�1 �&80G0(&2 ��/6�&-&8&((�1 6� )���(5
P0?&��3�(&-&����!

&��
�� !�,
� )�-�G�4 �'&(0��(0. 4����*&�0/*0� 6� �;��(0G&((�<5 G0/85 (�E8K-&(01

n2 0-&(*070��'00 6��'&//�� 0 -�! 6�&-/*��8.&*/. '&8&/��E��)(+< 0/6�8�)���(0&
/*�*0/*0�0 MX
n�

max 0 X
n�
min D ���1(0& G8&(+ ���0�'0�((�;� �.-�O

R U X
n�
max � X
n�

min�

(�)+��&<�1 �����$�� 080 2������ �+E���0! � �ER&< �0-& ��/6�&-&8&(0& ��)<�4�
�6�&-&8.&*/. /8&-5KR0< �E��)�< ,

Pr
�
MX
n�

max �X

n�
minO � t

�
U n

�Z
��

\F
X
Mx Z tO� F

X
MxO]n�� dF

X
MxO�

�/6�8�)5. 9*� �&)58�*�*2 6�0�&-&< ME&) -���)�*&8�/*��O (&/��8��� 5*�&�=-&3
(012 ��*��+& ���)+��K*/. 6�8&)(+<0 � *&��00 �'&(0��(0.!

�����7�����  � #8. �+E���0 0) ���(�<&�(� ��/6�&-&8&((�1 ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 / 68�*(�/*�K ��/6�&-&8&(0.

f
X
MxO U

 
b� a

� x � Ma� bO�

68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. ��)<�4� R 0<&&* �0-

f
R
MtO U nMn�  O

tn��

Mb� aOn��
�

�����7����� !� �5/*� Y D '&(*�0����((�. 0 ���(�<&�(� ��/6�&-&8&((�.
/85G�1(�. �&80G0(� Y � M�a� aO! ��;-� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. &L ��)<�4� R 0<&&*
�0-

f
R
MtO U

 
�a

�

�����7����� "� �5/*� /85G�1(�. �&80G0(� X 0<&&* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&
/ (58&�+< <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< 0 -0/6&�/0&1 	�

X
2 � /85G�1(�. �&80G0(� Y

.�8.&*/. '&(*�0����((�1 ���(�<&�(� ��/6�&-&8&((�1 /85G�1(�1 �&80G0(�12 Y �

C 



M�a� aO! ��&-&< � ��//<�*�&(0& /*�*0/*0�5 T U X>Y! ��;-� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0.
/*�*0/*0�0 T �6�&-&8.&*/. )��0/0<�/*�K

f
T
MtO U

F	�
X

a
p


t��

�
 � exp

�
� a�t�

F	�
X

�

�

�����7����� )� �5/*� 0<&&*/. �+E���� �EW&<�< n 0) (��<�8�(�1 ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 / 6���<&*��<0 m

X
2 	

X
! ��;-� )���( ��/6�&-&8&(0. ��)<�4� R �+E���0

�6�&-&8.&*/. /8&-5KR0< �E��)�< ,

F
R
MtO U Pr

�
MX
n�

max �X

n�
minO � t

�
U n

�Z
��

\F MxZ tO� F MxO]n�� dF MxO�

;-& F MxO D 0(*&;��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. (��<�8�(�1 �&80G0(+!
#077&�&('0�5. 6�- )(���< 0(*&;��8�2 6�85G0< -8. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0.

��)<�4� 9*�1 �+E���0

f
R
MtO U

nMn�  O
�
	�

X

�Z
��

\F Mx Z tO� F MxO]n�� exp

�
� Mx�m

X
O�

�	�
X

�
dx�

����� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
 !� 
� (&��*���< ��1�(& � 80G(�< �8�-&(00 (�4�-0*/. A$�� �����! � 6��.-�&

/85G�1(�1 �+E���0 �E/8&-���80 J�� ����� 0 5/*�(��0802 G*� 5 9*�1 ;�566+ /�&-(01
;�-���1 5-�1 ���&( �J�� � 2 � /�&-(&& ���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	 U �$� � !

� ����1 �&��.*(�/*�K <�=(� ;���(*0����*�2 G*� /�&-(01 ;�-���1 5-�1 �/&4
����� �*80G�&*/. �* �J�� � 6� �E/�8K*(�1 �&80G0(& <&(�?& G&<  � � Q

�
�
�
 !�!
���*0. 0)-&801 /G0*�&*/. ;�-(�1 � �+65/�52 &/80 E��� � (&1 (& 6�&�+?�&* A_!

�) 6��*00 � ���� 0)-&801 E+8� �*�E��(� 0 6���&�&(� F��! ��0 9*�< E������((+4
0)-&801 ���)�8�/� C!

������ �&��.*(�/*� *�;�2 G*� �/. 6��*0. 5-��8&*���.&* *&4(0G&/�0< 5/8��0.<
0 <�=&* E+*� 6�0(.*� Q

�
�
�
 !�"
#�(+ -�& �+E���0, M�2"%Y �2"$Y �2JCY �2�$Y  2�%Y �2F�Y  2 �Y �2"�Y  2$FY  2FAO 0

M�2�$Y  2AJY  2F$Y �2A$Y �2CFY �2$JY  2�AY �2 �Y  2A�Y  2�%Y �2AAO 0) -�54 (��<�8�(+4
��/6�&-&8&(01 /� /�&-(0<0 a 0 b 0 �-0(�����1 -0/6&�/0&1 	�2 �/& 6���<&*�+
(&0)�&/*(+!

��0 5���(& -��&�0. p U �� %$ 6�/*��0*� -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��)(�/*0
/�&-(04 � U a� b!

C�



�
�
�
 !�)
���8��� 80' � ��)��/*& �* �� -� �$ 8&* (�-� �6��/0*� �+E���G(�2 G*�E+

5/*�(��0*� /�&-0 (04 6��'&(* /*5-&(*�� / *�G(�/*�K -� �2$_2 ;���(*0�5&<�1 /
�&��.*(�/*�K �2%%% Q

�
�
�
 !�*
��1*0 <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 0 -0/6&�/0K /85G�1(�1 �&80G0(+ Z U jXj2

&/80 �� X ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / 6���<&*��<0 m� 	�!

�*�&*, M\Z] U
�	p
�


exp

�
�m�

�	�

�
Zmc

�
m

	

	
� D\Z] U 	� Zm� � MM\Z]O�!

�
�
�
 !�+
�85G�1(�. *�G�� MX2YO ��/6�&-&8&(� ���(�<&�(� � ��5;& ��-05/�<  / '&(*��<

� *�G�& M�Y �O!
��1*0 )���(+ ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0( UUX>Y 0 VUY>X!
�*�&*, f

U
MuO U \
M Z u�O]��� f

V
MvO U \
M Z v�O]���

�
�
�
 !�,
�&6�&�+�(�. /85G�1(�. �&80G0(� X 0<&&* )���( ��/6�&-&8&(0. F

X
MxO2 �

/�.)�((�. / (&1 /85G�1(�. �&80G0(� Y �6�&-&8.&*/. )���(�< ��/6�&-&8&(0.

F
Y
MyO U PrMY � yO U n

�Z
��

\F
X
Mx Z yO� F

X
MxO]n��f

X
MxO dx�

;-& n U �� A� � � � D 6���<&*�!
#8. ��)80G(+4 /85G�1(+4 �&80G0( X (�1*0 <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 0

-0/6&�/0K �� Y!

�
�
�
 !�-
�0/*&<� /85G�1(+4 �&80G0( MX2YO 6�-G0(&(� (��<�8�(�<5 )���(5 ��/6�&-&8&3

(0.

f
XY

Mx� yO U
 

�
	
X
	
Y

exp

�
� x�

�	�
X

� y�

�	�
Y

�
�

��1*0 )���( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(+4 �&80G0( Z� U XZY 0 Z� U X� Y!
�*�&*, �85G�1(+& �&80G0(+ Z� 0 Z� 0<&K* �-0(����+1 )���( ��/6�&-&8&(0. /

68�*(�/*�K

f
Z
MzO U

 p
�
	

Z

exp

�
� z�

�	�
Z

�
� 	�

Z
U 	�

X
Z 	�

Y
�

�
�
�
 !�.
�0/*&<� /85G�1(+4 �&80G0( MX2YO 6�-G0(&(� (��<�8�(�<5 )���(5 ��/6�&-&8&3

(0.

f
XY

Mx� yO U
 

�
	
X
	
Y

p
 � ��

exp

�
�  

�

�
x�

	�
X

� ��
xy

	
X
	
Y

Z
y�

	�
Y


�
�

�6�&-&80*� )���( ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ Z U X>Y! ��//<�*�&*�
/85G�12 ��;-� � U �!

CA



����� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* -�� )�-�(0.!
��-�(0. -�8=(+ �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

��60?0*& 6��;��<<5 �0)5�80)�'00 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. 0 0(*&;��8�(�;�
)���(� ��/6�&-&8&(0. -8. 5��)�((+4 /85G�&�!

�&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!

�
��
��  

���(�<&�(+1 )���(!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
a D 8&��. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
b D 6����. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
f
X
MxO D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1Y

F
X
MxO D 0(*&;��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!

�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 68�*(�/*0 ��/3
6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 f

X
MxO 0 0(*&;��8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1

F
X
MxO � �+E��((+4 5)8�4 ��;5<&(*� x /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

�
��
�� !

���<�8�(+1 )���( :�5//�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
m

X
D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0&Y

	�
X
D -0/6&�/0.Y

f
X
MxO D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1Y

F
X
MxO D 0(*&;��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!

�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 68�*(�/*0 ��/3
6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 f

X
MxO 0 0(*&;��8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1

F
X
MxO � �+E��((+4 5)8�4 ��;5<&(*� x /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

�
��
�� "

��/6�&-&8&(0& ��!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
n D G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+Y
fM��O D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1Y
F M��O D 0(*&;��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 68�*(�/*0 ��/3

6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 fM��O 0 0(*&;��8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1
F M��O � �+E��((+4 5)8�4 ��;5<&(*� x /85G�1(�1 �&80G0(+ ��

n!

CF



� 
 � 
 � � � !

��60?0*& 6��;��<<5 �0)5�80)�'00 6�/8&-���*&8�(�/*0 �<680*5- ��/6�&-&8&3
(0. �&��.*(�/*&1 Pm -8. 5��)�((+4 /85G�&�!

�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<�1 75(�3
'00! �&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!

�
��
��  

���(�<&�(+1 -0/��&*(+1 )���(!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
n� D 8&��. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
n� D 6����. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
Pm D 6�/8&-���*&8�(�/*� �<680*5- ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 6�/8&-���*&8�3

(�/*0 �<680*5- ���(�<&�(�;� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 Pm � 5)8�4 -0/��&*(�;�
��;5<&(*� n� � m � n� /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

�
��
�� !

��/6�&-&8&(0& 	&�(5880!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
n D �ER&& G0/8� 0/6+*�(01Y
p D �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. E8�;�6�0.*(�;� /�E+*0. )� �-(� 0/6+*�(0&!
Pm D 6�/8&-���*&8�(�/*� �<680*5- ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 6�/8&-���*&8�3

(�/*0 �<680*5- ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 	&�(5880 Pm � 5)8�4 -0/��&*(�;� ��3
;5<&(*� � � m � n /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

�
��
�� "

��/6�&-&8&(0& �5�//�(�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
a D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0&!
Pm D 6�/8&-���*&8�(�/*� �<680*5- ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 6�/8&-���*&8�3

(�/*0 �<680*5- ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 �5�//�(� Pm � 5)8�4 -0/��&*(�;� ��3
;5<&(*� m 
 � /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

����� (
�
��� ��� ������
�

 ! �&�&G0/80*& �/(��(+& 4����*&�0/*0�0 �-(�<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�2
-�5<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�2 <(�;�<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�!

�! ����. 75(�'0. (�)+��&*/. ;�<<�375(�'0&1Q
A! �&�&G0/80*& �/(��(+& /��1/*�� ;�<<�375(�'00!
F! �� ����<5 )���(5 ��/6�&-&8&(� /5<<� ���-��*�� /85G�1(+4 �&80G0(2 ��=-�.

0) ��*��+4 0<&&* /*�(-��*0)���((�& (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&Q
$! �*� �)(�G�&* G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ /85G�1(�1 �&80G0(+ �� Q

C$



C! ����. 0) ��//<�*�&((+4 /85G�1(+4 �&80G0( (�)+��&*/. E&)��)<&�(�1
-��E�K �*�K-&(*�Q

"! ����1 )���( ��/6�&-&8&(0. 0<&&* �*(�?&(0& /5<<+ ���-��*�� (��<�8�(+4
/*�(-��*0)���((+4 /85G�1(+4 �&80G0(Q

J! ����1 /<+/8 0<&&* G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ t3��/6�&-&8&(0.Q ��/���1*&
/<+/8 G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ /85G�1(�1 �&80G0(+2 0<&KR&1 ��/6�&-&8&(0& P03
?&��!

%! ��� �6�&-&8.&*/. ���(*08� ��3��/6�&-&8&(0.2 ���(*08� t3��/6�&-&8&(0.2
���(*08� F 3��/6�&-&8&(0.Q

 �! ����1 /<+/8 0<&&* 6���<&*� ����&8.'00 -�5<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�Q
  ! ����1 �0- 0<&&* 4����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. �-(�<&�(�;� (��<�8�(�;�

)���(�2 -�5<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�2 <(�;�<&�(�;� (��<�8�(�;� )���(�Q
 �! ��0�&-0*& �+��=&(0& -8. 4����*&�0/*0G&/��1 75(�'00 ��3��/6�&-&8&(0.2

t3��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*�2 ;�<<�3��/6�&-&8&(0.!
 A! ����& ��/6�&-&8&(0& .�8.&*/. 6�&-&8�(+< M6�0 n � �O -8. ��3��/6�&-&3

8&(0.2 -8. t3��/6�&-&8&(0.2 -8. F 3��/6�&-&8&(0.Q

CC



�� �������������� ��
��� 
���������

��������
� ������	������

���� ����
���

 	
�
�� � ����
���

��&-6�8�=0<2 G*� -8. �'&(�0 )���(� ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&3
80G0(+ X 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / (&0)�&/*(�1 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. F

X
MxO

0)�8&G&(� �+E���� x�� x�� � � � � xn! ��&-6�8�=0< *��=&2 G*� 9�/6&�0<&(*�*�� �0)5�8�3
(� 6� �0-5 ;0/*�;��<<+ 080 6�80;�(� G�/*�/*&1 080 (� �/(���(00 ���04380E� -�5;04
/��E��=&(01 �+E��8 �8�// ` 75(�'01 �6�&-&8&((�;� �0-� M(��<�8�(+42 6���)�*&8�3
(+42 E0(�<0�8�(+4 0 *!-!O2 � ��*���<52 6� &;� <(&(0K2 <�=&* 6�0(�-8&=�*� 75(�'0.
��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

��0E�8&& G�/*� 6�0 0//8&-���(0.4 (&6�&�+�(+4 /85G�1(+4 �&80G0( 9�/6&�03
<&(*�*�� /*���&*/. �+E��*� �8�// (��<�8�(+4 75(�'012 *!&! 6�/*��0*� (��<�8�(5K
<�-&8� /����56(�/*02 *�� ��� 9*� <�-&8� (�0E�8&& ��)��E�*�(� � �(�80*0G&/��< �*3
(�?&(00! ���<& *�;�2 (��<�8�(+1 )���( .�8.&*/. 5/*�1G0�+< 6�0 ��<6�)0'00 0
.�8.&*/. 6�&-&8�(+< )���(�< <(�;04 )���(�� ��/6�&-&8&(0.! ��9*�<5 �8�// (��3
<�8�(+4 75(�'01 G�/*� 6�0(0<�K* )� 6�0E80=&((5K <�-&8� ;&(&��8�(�1 /����563
(�/*0!

��/8& *�;� ��� �8�// 75(�'01 ` �+E��(2 6��0)��-0*/. �"�	�� M6�-;�(��O 6�3
��<&*��� �(5*�0 �+E��((�;� �8�//� 75(�'01! ��6�0<&�2 &/80 �+E��( (��<�8�(+1
�8�// 75(�'01 -8. �60/�(0. 0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 *� 6� �+E���&
x�� x�� � � � � xn *�&E5&*/. �'&(0*� -�� 6���<&*�� @ <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& m

X
0

/�&-(&& ���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	
X
2 �* ��*��+4 )��0/0* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&3

(0&!
�/80 �+E��( �8�// 75(�'01 �5�//�(�2 *� (� �/(���(00 �+E���0 x�� x�� � � � � xn

*�&E5&*/. �'&(0*� *�8��� �-0( 6���<&*�2 ��*��+< �6�&-&8.&*/. )���( �5�//�(� D
0(*&(/0�(�/*� �!

�5/*� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. F
X
MxY �O2 ;-& �

D (&0)�&/*(+1 6���<&*�2 6��0)�&-&(� �+E���� �EW&<� n 0 6�85G&(+ �&)58�*�*+
x�� x�� � � � � xn! ���ER& ;����.2 6� �&)58�*�*�< �+E���02 ����;� E+ E�8�?�;� �EW&<�
�(� (0 E+8�2 (&8�). �6�&-&80*� *�G(�& )(�G&(0& (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �2 � <�=(�
80?� (�1*0 &;� 6�0E80=&((�& )(�G&(0& ~�2 ��*���& 0 (�)+��&*/. �'&(��1!

#8. (�4�=-&(0. 6�0E80=&((+4 )(�G&(01 M�'&(�0O (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �
E5-&< ��//<�*�0��*� 75(�'00 �0-�

~� U u Mx�� x�� � � � � xnO � MA� O

��*��+& (�)+��K*/. ��
����	��� ��	�"���� 080 ������������! ��-�G� �'&(�0
(&0)�&/*(�;� 6���<&*�� � /��-0*/. � (�4�=-&(0K *��04 �+E���G(+4 75(�'01

C"



~� U u Mx�� x�� � � � � xnO2 ��*��+& <�=(� 0/6�8�)���*� � ��G&/*�& �'&(�0 (&0)�&/*(�;�
6���<&*�� �!

3#
�� ��
���� �������� � ��	���		�� � ������	��� �8&-���*&8�(�2 �/& �+E���G3
(+& 75(�'00 ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO *��=& .�8.K*/. /85G�1(+<0! ��6�0<&�2 �'&(��1
<�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. .�8.&*/. /�&-(&& ��07<&*0G&/��& x U �

n

Pn
i�� xi! �/80

6��*��0*� �6+* k ��)2 0)�8&��. 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 /85G�1(+& �+E���0
�-(�;� 0 *�;� =& �EW&<� n2 *� 6� 04 -�((+< (�1-&< �.- )(�G&(01 fxkg2 ��*��+&2
���ER& ;����.2 E5-5* �*80G�*�/. -�5; �* -�5;�!

���0< �E��)�<2 E5-&< ��//<�*�0��*� �'&(�5 ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO (&0)�&/*(�;�
6���<&*�� � ��� /85G�1(5K �&80G0(52 � &L )(�G&(0&2 �+G0/8&((�& (� �/(���(00
-�((�1 �+E���0 �EW&<� n2 D ��� �-(5 �&�80)�'0K /85G�1(�1 �&80G0(+2 *!&! ��� �-(�
0) <(�=&/*�� ��)<�=(+4 )(�G&(01 9*�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

��)<�=(+& �'&(�0 6���<&*��� 6�-��)-&8.K*/. (� *�G&G(+& 0 0(*&���8�(+&!
�����	�� �"�	�� 6���<&*�� � �6�&-&8.&*/. �-(0< G0/8�< ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO!
:	�������	�� �"�	��� 6���<&*�� � (�)+��K* �'&(�52 ��*���. �6�&-&8.&*/. -�5<.
G0/8�<0 ~�� 0 ~�� D ��('�<0 0(*&���8�2 (���+��KR&;� �'&(0��&<+1 6���<&*�!

���� -��
�
��������
�� � �
�
��������
�� � ����
����

��
��������
�� � ��
� � �# �������


�) �+?&0)8�=&((�;� /8&-5&*2 G*� �'&(��1 (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� � .�8.&*3
/. 75(�'0. ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO2 )��0/.R�. �* (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1
�&80G0(+2 ��*���. <�=&* E+*� 0/6�8�)���(� -8. (�4�=-&(0. 6�0E80=&((�;� )(�3
G&(0. (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �! ���0< �E��)�<2 -�8&& E5-&< ��//<�*�0��*� *�8�3
�� �6�&-&8&((+& �8�//+ 75(�'012 E80)�0& � �6�&-&8&((�< /<+/8& � �'&(0��&<�<5
6���<&*�5 �! �<&&*/. /6&'0�8�(+1 ��)-&8 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 @ ������
�"�	���	��2 � ��*���1 )�(0<�K*/. �+��E�*��1 6���08 ��(/*�50����(0. 75(�'00
~� U u Mx�� x�� � � � � xnO -8. (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(�� (&0)�&/*(+4 6���<&*���!

�&�&1-&< � �/(��(+< /��1/*��<2 ��*��+& -�8=(+ 0<&*� �4���?0&� �'&(�0
(&0)�&/*(�;� 6���<&*�� ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO!

��&=-& �/&;�2 / *�G�0 )�&(0. *�G(�/*0 0 (�-&=(�/*0 �'&(�� =&8�*&8�(�2
G*�E+ (�1-&((+& (� �/(���(00 �+E���G(+4 75(�'01 ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO �'&(�0
(&0)�&/*(+4 6���<&*��� 6� ��)<�=(�/*0 E+80 *&/(� /��('&(*�0����(+ ���8�
)(�G&(01 �'&(0��&<+4 6���<&*���2 -�5;0<0 /8���<02 G*�E+ ��//&0��(0& /85G�1(�1
�&80G0(+ ~� ���8� � E+8� 6� ��)<�=(�/*0 (�0<&(�?0<!

�����������  � �'&(�� ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO (�)+��&*/. ����������	��2 &/80
6�0 5�&80G&(00 G0/8� 0)<&�&(01 �'&(�� /4�-0*/. 6� �&��.*(�/*0 � �'&(0��&<�<5
6���<&*�52 *!&! &/80

lim
n��

Pr
�
j� � ~�j � �

�
U  � MA��O

��&E���(0& /�/*�.*&8�(�/*0 ;���(*0�5&* �* ;�5E+4 �?0E�� � � �6�&-&8&(00 ~� 6�0
-�/*�*�G(� E�8�?04 n!

����������� !� �'&(�� ~� U u Mx�� x�� � � � � xnO (�)+��&*/. 	����;�		�� M�'&(��1

CJ



�J �C �F �� � � F C J

x

�!�

�!�

�!F

�!C

fMxO

fxMxO

fx���MxO

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������
������������
�������������
�����������
�����������
�������������
������������
�����������
������������
�������������
�����������
������������
�����������
�����������
������������
�������������
������������
������������
�����������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
������������
�����������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������
����������������������������������

�����������������������������
�������������������������
��������������������������
����������������������������
��������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� 8�� 5 #�������
 
���
������
� fx:x; 
 fx���:x;

E&) /0/*&<�*0G&/��1 �?0E�0O2 &/80 &L <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& ���(� �'&(0��&<�3
<5 6���<&*�52 *!&! &/80

M\~�] U �� MA�AO

�/80 5/8��0& MA!AO (& �+6�8(.&*/.2 *� �'&(�� (�)+��&*/. ���;�		�� M/�3
-&�=�R&1 /0/*&<�*0G&/�5K �?0E�5O! ��/*� (��.-5 / (&/<&R&((+<0 �'&(��<0
~� U u Mx�� x�� � � � � xnO 6�0<&(.K*/. �������������� 	����;�		�� �"�	��2 *!&! *�3
�0& �'&(�02 -8. ��*��+4 M\~�]� � 6�0 5�&80G&(00 �EW&<� �+E���0!

��/*�.*&8�(+&2 (&/<&R&((+& 080 �/0<6*�*0G&/�0 (&/<&R&((+& �'&(�0 <�;5*
E+*� 6�85G&(+ ��)80G(+<0 <&*�-�<0! ��6�0<&�2 -�& �'&(�0 <�*&<�*0G&/��;�
�=0-�(0. @ /�&-(&& ��07<&*0G&/��& x 0 �+E���G(�. <&-0�(� x��� D .�8.K*/.
(&/<&R&((+<0 0 /�/*�.*&8�(+<0 �'&(��<0!

��0<&�+ ��/6�&-&8&(01 9*04 �'&(�� 0)�E��=&(+ (� �0/! A! !
�) 9*04 -�54 �'&(�� '&8&/��E��)(&& �+E��*� x2 *�� ��� -0/6&�/0. 9*�1 �'&(�0

<&(�?&2 G&< -0/6&�/0. �+E���G(�1 <&-0�(+! � /*��;04 �5�/�4 <�*&<�*0G&/��1 /*�3
*0/*0�0 -���)+��&*/.2 G*� -0/6&�/0. 8KE�1 (&/<&R&((�1 �'&(�0 �-(�;� 6���<&*��
� 5-��8&*���.&* 	�����	���� 4������,5��

D\~�] 
  
InM�O

� MA�FO

;-& InM�O D �	�����"�� 8�2���2 /�-&�=�R�./. � �+E���& �EW&<� n �*(�/0*&8�(�
(&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �! #8. (&6�&�+�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X / 68�*(�/*�K
��/6�&-&8&(0. f

X
MxY �O /6���&-80�� (&���&(/*��

D\~�] 
  
n I�

� I� U �M
�

��

���
ln f

X
MxY �O



� MA�$O

;-& I� D ��80G&/*�� 0(7��<�'00 � 6���<&*�& �2 /�-&�=�R&&/. � �-(�< (�E8K-&(002
n D G0/8� 6��0)�&-&((+4 0/6+*�(012 �'&(�� 6���<&*�� <�=&* E+*� 6�85G&(� 6�
��=-�<5 0) n 0/6+*�(01!

�8&-���*&8�(�2 /����/*� /4�-0<�/*0 �+E���G(�1 -0/6&�/00 D\~�] � (58K (&
<�=&* E+*� E+/*�&& G&<  �n!

C%



����������� "� �&/<&R&((�. �'&(�� ~� U uMx�� x�� � � � � xnO2 -8. ��*���1 �
(&���&(/*�& ���<&��3��� MA!FO -�/*0;�&*/. )(�� ���&(/*��2 (�)+��&*/. %�������	��!

� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& 6�0<&(.K*/. *��=& �/0<6*�*0G&/�0 977&�*0�3
(+& �'&(�0! #0/6&�/0. �/0<6*�*0G&/�0 977&�*0�(+4 �'&(�� /*�&<0*/. � (0=(&1
;��(0'& (&���&(/*�� ���<&��3��� 6�0 (&�;��(0G&((�< 5�&80G&(00 �EW&<� �+E���02
*!&! 6�0 n��!

���<& 6&�&G0/8&((+4 *�&4 �/(��(+4 /��1/*� �4���?04� �'&(�� M/�/*�.*&8�3
(�/*�2 (&/<&R&((�/*�2 977&�*0�(�/*�O2 /5R&/*�5&* &R& 6�(.*0& -�/*�*�G(�1 �'&(3
�0!

����������� )� �'&(�� ~� U uMx�� x�� � � � � xnO (�)+��&*/. ��������	��2 &/80 �(�
0/6�8�)5&* �/K 0(7��<�'0K �*(�/0*&8�(� �'&(0��&<�;� 6���<&*��2 /�-&�=�R5K/. �
�+E���&! #�/*�*�G(+& �'&(�0 6�/*��&(+ *��0< �E��)�<2 G*� (0���0& -�5;0& �'&(�0
(& <�;5* -�*� ����1380E� -�6�8(0*&8�(�1 0(7��<�'00 �E �'&(0��&<+4 6���<&*��4!

���<& 5��)�((+4 /��1/*�2 0<&K*/. 0 -�5;0&2 ��*��+& -�8=(+ 0<&*� 4���?0&
�'&(�0! ��6�0<&�2 =&8�*&8�(�2 G*�E+ �'&(�0 6���<&*��� 0<&80 6��/*�1 80(&1(+1
�0-! � /�=�8&(0K2 (& �/&;-� ��)<�=(� (�1*0 75(�'00 ~� U uMx�� x�� � � � � xnO2 ��*��+&
0<&80 E+ �/& 5��)�((+& /��1/*��!

�0=& 6�0�&-&< �/(��(+& <&*�-+ (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(�� (&0)�&/*(+4
6���<&*��� 0 5��=&< /��1/*�� *��04 �'&(��!

���� 6���� ��������

�5/*� 6� �&)58�*�*�< �+E���0 x�� x�� � � � � xn �EW&<� n2 0)�8&G&((�1 0)
;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. F MxY �O2 *�&E5&*/. �'&(0*�
(&0)�&/*(+1 6���<&*� � 9*�;� ��/6�&-&8&(0.!

�� �(�8�;00 / <�<&(*�<0 /85G�1(�1 �&80G0(+ X ��&-&< 6�(.*0& 9<60�0G&/�04
<�<&(*��! *����������� 0 /��*�&*/*�5KR0& 0< ������������� 	�����	�� ����	��
6��.-�� k �6�&-&8.K*/. /8&-5KR0<0 7��<58�<0,

* & � � & * 0 G & / � 0 & ,


k U
Pn

i�� x
k
i piMxY �O D -8. -0/��&*(+4 �� XY MA!CO


k U
�R
��

xkfMxY �O dx D -8. (&6�&�+�(+4 �� XY MA!"O

9 < 6 0 � 0 G & / � 0 & ,


�k U xk U �
n

nP
i��

xki ! MA!JO

� G�/*(�/*02 )�<&*0<2 G*� (�G�8�(+1 *&��&*0G&/�01 <�<&(* 6&���;� 6��.-��
.�8.&*/. <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< �� X2 � 9<60�0G&/�01 (�G�8�(+1 <�<&(* 6&�3
��;� 6��.-�� .�8.&*/. /�&-(0< ��07<&*0G&/�0< )(�G&(0&< (�E8K-&((+4 )(�G&(01
�� X2 *!&!


�� U x U
 
n

nX
i��

xi� MA�%O

"�




(�8�;0G(� 9<60�0G&/�0& 0 /��*�&*/*�5KR0& 0< *&��&*0G&/�0& "�	�����	��
����	�� 6��.-�� k �6�&-&8.K*/. 7��<58�<0,

* & � � & * 0 G & / � 0 & ,

�k U
Pn

i�� Mxi �mxO
k piMxY �O D -8. -0/��&*(+4 �� XY MA! �aO

�k U
�R
��

Mx�mxO
k fMxY �O dx D -8. (&6�&�+�(+4 �� XY MA! �bO

9 < 6 0 � 0 G & / � 0 & ,

��k U Mx� xOk U �
n

nP
i��

Mxi � xOk! MA!  O

��0 9*�< *&��&*0G&/�01 '&(*��8�(+1 <�<&(* �*���;� 6��.-�� .�8.&*/.
-0/6&�/0&1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

�8&-5&* 0<&*� � �0-52 G*� 9<60�0G&/�0& <�<&(*+ .�8.K*/. /85G�1(+<0
�&80G0(�<02 � *� ��&<. ��� *&��&*0G&/�0& <�<&(*+ .�8.K*/. 70�/0����((+<0
6�/*�.((+<0 �&80G0(�<0!

��0E�8&& 6��/*+< .�8.&*/. <&*�- �'&(0��(0.2 (�)+��&<+1 ������� ����	!
���2 6�&-8�=&((+1 �(;801/�0< /*�*0/*0��< ���8�< �0�/�(�<! �&*�- <�<&(*��
�/(��+��&*/. (� *�<2 G*� 9<60�0G&/�0& <�<&(*+ M080 04 75(�'00O 6�0(0<�K*/.
)� �'&(�0 /��*�&*/*�5KR04 *&��&*0G&/�04 <�<&(*�� M080 04 75(�'01O 0 6���<&*3
�+ �+��=�K*/. G&�&) 9*0 <�<&(*+! ��6�0<&�2 -8. (�4�=-&(0. �'&(�� 6���<&*���
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F MxY ��� ��O2 /�-&�=�R&1 -�� (&0)�&/*(+4 6���<&*�� �� 0 ��2
/�/*��8.&*/. /0/*&<� -�54 5���(&(01

���
��


�M~��� ~��O U 
��M~��� ~��O�

��M~��� ~��O U ���M~��� ~��O�
MA� �O

�&?�. 9*5 /0/*&<52 (�4�-.* �'&(�0 ~�� 0 ~�� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F MxY ~��� ~��O!
���0< �E��)�<2 6�0���(0��. *&��&*0G&/�01 (�G�8�(+1 <�<&(* 6&���;� 6��.-3

�� � 9<60�0G&/��<5 (�G�8�(�<5 <�<&(*5 6&���;� 6��.-��2 6�04�-0< � �+��-52 G*�
�'&(��1 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 ��/6�&-&8&((�1 6� 8K3
E�<5 )���(52 .�8.&*/. /�&-(&& ��07<&*0G&/��& (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1
�&80G0(+ X2 *! &!

M\~X] U x U
 
n

nX
i��

xi� MA� AO

��0���(0��. *&��&*0G&/�01 0 9<60�0G&/�01 '&(*��8�(+& <�<&(*+ �*���;� 6�3
�.-��2 6�04�-0< � �+��-52 G*� �'&(�� -0/6&�/00 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 ��/6�&-&3
8&((�1 6� 8KE�<5 )���(52 (�4�-0*/. 6� 7��<58&

D\~X] U ~	�
x U s� U

 
n

nX
i��

Mxi � xO� � MA� FO

��/*56�. �(�8�;0G(+< �E��)�<2 <�=(� (�1*0 �'&(�0 *&��&*0G&/�04 <�<&(*��
8KE�;� 6��.-��!

" 



�&*�- <�<&(*�� �*80G�&*/. 6��/*�*�12 �-(��� �'&(�02 (�1-&((+& 9*0< <&*�3
-�<2 ��� 6���08�2 .�8.K*/. /<&R&((+<0 0 <�8�977&�*0�(+<02 *! &! (& .�8.K*/.
(�085G?0<0 0) ��)<�=(+4! �/�8KG&(0& 6�&-/*��8.&* 80?� (��<�8�(�& ��/6�&-&8&3
(0&2 6�0 ��*���< <&*�- <�<&(*�� -�&* 977&�*0�(+& 0 /�/*�.*&8�(+& �'&(�0 x 0 s
6���<&*��� m

X
0 	

X
! �*��;�& 0//8&-���(0& /��1/*� �'&(��2 (�1-&((+4 <&*�-�< <�3

<&(*��2 <�=(� (�1*0 � �5�/�4 6� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& 0 *&��00 �'&(0��(0.!

���� 6���� �
�����)�%� ��
����������

�&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. .�8.&*/. ?0���� ��/6��/*��(&((+< <&*�3
-�< *�G&G(�1 �'&(�0! �( 6�&-8�=&( �(;801/�0< /*�*0/*0��< ��E&�*�< P0?&��<!

�5/*� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 68�*(�/*�K ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1
fMxY �O 6��0)�&-&(� �+E���� �EW&<� n 0 6�85G&(+ �&)58�*�*+ x�� x�� � � � � xn! ��&-3
6�8�=0< �(�G�8&2 G*� X D -0/��&*(�. /85G�1(�. �&80G0(�2 )���( ��/6�&-&8&(0. ��3
*���1 )��0/0* �* (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �! ��6�0<&�2 <�=(� 6�&-6�8�=0*�2 G*�
/85G�1(�. �&80G0(� X ��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �5�//�(� Pk U �

k�
�k expM��O2 ;-& � D

(&0)�&/*(+1 6���<&*�2 ��*��+1 (�-� �'&(0*� 6� -�((+< �+E���0! 	5-&< ��//<�*�03
��*� �&)58�*�*+ �+E���0 ��� �&�80)�'0K n3<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX�2 X�2 � � � 2
XnO! ��&-6�8�=0< -�8&&2 G*� /�/*��8.KR0& 9*�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ (&)��0/0<+
0 6�85G&(+ � �-(���-(+4 5/8��0.4!

� 9*�< /85G�& �&��.*(�/*� M&L (�)+��K* ��	�"��� ����������
��O2 *�;�2 G*�
/�/*��8.KR0& 6�0<5* )(�G&(0.2 ���(+& (�E8K-&((+< )(�G&(0.<2 ���(�

L U Pr MX� U x��X� U x�� � � � �Xn U xnO U MA� $O

U Pr Mx�Y �O � Pr Mx�Y �O � � � � � Pr MxnY �O U
nY
i��

Pr MxiY �O �

� /85G�& (&6�&�+�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ 75(�'0. 6���-�6�-�E0. 0<&&* �0-

L U fMx�� x�� � � � � xnO U fMx�Y �O fMx�Y �O � � � fMxnY �O U
nY
i��

f MxiY �O � MA� CO

P��<58� MA! CO �6�&-&8.&* 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 (&6�&�+�(�1
/85G�1(�1 �&80G0(+ MX�2 X�2 � � � 2 XnO 080 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �+E���0!

� ��G&/*�& 0/��<�1 �'&(�0 ~� (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �2 (�1-&((�1 6� <&*�-5
(�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.2 �+E0��&*/. *���. 75(�'0. ~� U uMx�� x�� � � � � xnO2 ��*�3
��. ������������� ��	�"�# ����������
��! �8&-���*&8�(�2 (� �/(���(00 0)�&/*(+4
6���08 -077&�&('0�8�(�;� 0/G0/8&(0. -8. (�4�=-&(0. �'&(�� (�0E�8�?&;� 6���-�3
6�-�E0. /�/*��8.&*/. /0/*&<� m 5���(&(01 M)-&/� m D G0/8� �'&(0��&<+4 6���<&*3
���O

�

��i
L U �� i U  � �� � � � � m� MA� "O

0 �+E0��&*/. *� �&?&(0&2 ��*���& �E��R�&* 75(�'0K 6���-�6�-�E0. � <��/0<5<!
��1-&((+& *��0< <&*�-�< �'&(�0 (�)+��K* �"�	���� ���������	� � 6	��
���!

2� �7 ����������
�� 080 ���D�'&(��<0!

"�



��/��8��5 9�/*�&<5< 75(�'01 L 0 ln L -�/*0;�&*/. 6�0 �-(04 0 *&4 =&
)(�G&(0.4 �+E���G(�1 75(�'00 ~� U uMx�� x�� � � � � xnO2 *� 0(�;-� -8. 56��R&(0.
��/G&*�� 6�8�)5K*/. �� ������������ ��	�"��� ����������
��! � 9*�< /85G�& �'&(�0
(�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. (�4�-.*/. 0) /0/*&<+ 5���(&(01 ,

�

��i
lnL U �� i U  � �� � � � � m� MA� JO

�&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. �E8�-�&* �.-�< 6�&0<5R&/*� 6� /���(&(0K
/ <&*�-�< <�<&(*��!


��=&< (&��*��+& ��=(+& /��1/*�� �'&(�� (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.!
 ! �&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. -�&* /�/*�.*&8�(+& �'&(�0!
�! �/80 /5R&/*�5&* 977&�*0�(�. �'&(��2 *� <&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.

-�&* 0<&((� 9*5 �'&(�5 0 -�5;�1 ���3�'&(�0 (& /5R&/*�5&*!
A! �'&(�0 (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. �/0<6*�*0G&/�0 977&�*0�(+!
F! �'&(�0 (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. 0<&K* �/0<6*�*0G&/�0 (��<�8�(�&

��/6�&-&8&(0& / 6���<&*��<0 ,

M\~�] U �� D\~�] U �  
nM\�� ln fMxY �O����]

� MA� %O

$! �/80 /5R&/*�5K* -�/*�*�G(+& �'&(�02 *� <&*�- (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.
-�&* 9*0 �'&(�0!

�&-�/*�*��< <&*�-� .�8.&*/. *�2 G*� 0(�;-� �'&(�0 (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�3
E0. .�8.K*/. /<&R&((+<0! �(0 0<&K* <&/*� 80?� 6�0 �+6�8(&(00 (&��*��+4 5/8�3
�01 �&;58.�(�/*0! �<&R&(0& �'&(�� <�=(� ��<6&(/0����*� ��&-&(0&< 6�6����� M/
��/*�< n /<&R&(0& 5<&(�?�&*/.2 *!&! �'&(�0 (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. �/0<6*�3
*0G&/�0 (&/<&R&((+&O! ���<& *�;�2 -8. (�4�=-&(0. �'&(�� <&*�-�< (�0E�8�?&;�
6���-�6�-�E0. G�/*� 6�04�-0*/. �&?�*� /8�=(+& /0/*&<+ 5���(&(01!

��!� 7������� � ��
� ���	������#

�
�
������ �
�����������

���<& <&*�-� <�<&(*�� 0 <&*�-� <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0.2 �'&(�0 /�&-(&3
;� 6�8�=&(0. <�;5* (�4�-0*�/. 0 -�5;0<0 <&*�-�<02 (�6�0<&�2 <&*�-�< ���(*08&1
080 <&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��2 ��*��+& E5-5* ��//<�*�&(+ (0=&! ���<& *�;�2
� 6���*0�& 6�0<&(.&*/. 0 �.- -�5;04 �'&(��2 6�&-8�=&((+4 0(*50*0�(�2 E&) 6�8(�;�
*&��&*0G&/��;� �E�/(���(0.!

#8. �'&(�0 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. 6� �+E���& �EW&<� n 6�0<&(.K*/.2
(�6�0<&�,

�O /�&-(.. ;��<�(0G&/��.

x��
� U
n

�
x�

Z �
x�

Z � � �Z �
xn

U n

�
nX
i��

 
xi

���

Y MA���aO

"A



EO /�&-(.. ;&�<&*�0G&/��.

x���� U

�
nY
i��

xi

���n

Y MA���bO

�O /*&6&((+& /�&-(0& / 6�/*�.((�1 �

x	��� U

�
nY
i��

x�i

����

Y MA���cO

;O <&-0�(� x��� D )(�G&(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 6�04�-.R&&/. (� /&�&-0(5
56��.-�G&((�;� M��(=0����((�;�O /*�*0/*0G&/��;� �.-�Y

-O <�-� x��� D (�E8K-&((�& )(�G&(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 �/*�&G�KR&&/. /
(�0E�8�?&1 G�/*�*�1!

#8. �'&(�0 -0/6&�/00 (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ 0(�;-�
6�0<&(.K*/.,

�O ��)<�4
R U xmax � xmin� MA���dO

;-& xmax D (�0E�8�?&& 0) )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ XY xmin D (�0<&(�?&& 0)
)(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ XY

EO ��9770'0&(* ���0�'00

var U s�x  �� M_O� MA���eO

;-& s U M���O
���!

� E�8�?0(/*�& 6���*0G&/�04 /85G�&� 9*0 �'&(�0 <�=(� /G0*�*� �'&(��<0 �453
=& 6� ��G&/*�5�2 G&< �'&(�02 6�85G&((+& <&*�-�< (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. 080
<&*�-�< <�<&(*��! �4 6�0<&(&(0& �EW./(.&*/. 80E� 6��/*�*�1 04 �+G0/8&(0.2 80E�
0/*��0G&/�0 /8�=0�?&1/. *��-0'0&1! ��9*�<5 9*0 �'&(�0 <�=(� 6�0<&(.*� ��� -�3
6�8(0*&8�(+& 4����*&�0/*0�02 �60/+��KR0& '&(*� ��/6�&-&8&(0. 080 ��//&0��(0&
(�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

��$� 8�����
����� � ��
� �
�
������

��G&G(�. �'&(�� (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �2 (�1-&((�. 6� �+E���& �EW&<�
n 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. F MxY �O2 (& 6�)��8.&*
(&6�/�&-/*�&((� �*�&*0*� (� ��6��/2 ���5K �?0E�5 <+ /��&�?�&<2 6�0(0<�.
�<&/*� *�G(�;� )(�G&(0. 6���<&*�� � (&��*���& &;� 6�0E80=&((�& )(�G&(0& M�'&(�5O
~� U uMx�� x�� � � � � xnO! � /�.)0 / 9*0< �� <(�;04 /85G�.4 E�8&& �+;�-(� 6�8�)���*�/.
0(*&���8�(�1 �'&(��12 �/(���((�1 (� �6�&-&8&(00 (&��*���;� 0(*&���8�2 �(5*�0
��*���;� / �6�&-&8&((�1 �&��.*(�/*�K (�4�-0*/. )(�G&(0& 6���<&*�� �!

�5/*� (�1-&((�. 6� �&)58�*�*�< �+E���0 �EW&<� n /*�*0/*0G&/��. 4����*&3
�0/*0�� ~� U uMx�� x�� � � � � xnO .�8.&*/. *�G&G(�1 �'&(��1 (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �!
�&< <&(�?& ��)(�/*� j�� ~�j2 *&< 85G?& ��G&/*�� �'&(�02 *&< *�G(&& �'&(��! ���0<
�E��)�<2 6�8�=0*&8�(�& G0/8� � 4����*&�0)5&* *�G(�/*� �'&(�0

j� � ~�j � �� MA�� O

"F



��(.*(�2 G*� *�G(�/*� � )��0/0* �* �EW&<� �+E���0 n! ����� -�8=&( E+*�
�EW&< �+E���0 n2 G*�E+ �E&/6&G0*� )�-�((5K *�G(�/*� �2 080 ��� �6�&-&80*�
*�G(�/*� � 6�0 -�((�< �EW&<& �+E���0Q �� 9*0 ��6��/+ (&8�). (&6�/�&-/*�&((�
�*�&*0*�2 0/6�8�)5. 6�0�&-&((�& (&���&(/*��2 *�� ��� /*�*0/*0G&/�0& <&*�-+ (&
6�)��8.K* ��*&;��0G&/�0 5*�&�=-�*�2 G*� �'&(�� 5-��8&*���.&* 9*�<5 (&���&(/*�5
� /<+/8& <�*&<�*0G&/��;� �(�80)�2 *!&! 0) (&��*���;� �EW&<� �+E���0 n! ��=(�
*�8��� ;����0*� � �&��.*(�/*0 P U  � �2 / ��*���1 �(� �+6�8(.&*/.!

�����������  � <���������	�� ������	����# �'&(�0 (�)+��K* �&��.*(�/*�
P U  � � �+6�8(&(0. (&���&(/*�� j� � ~�j � �!

�E+G(� -��&�0*&8�(�. �&��.*(�/*� �'&(�0 )�-�&*/. )���(&&! ��0E�8&& G�/*�
6�8�;�K*,  � � U �� %$Y �2%%Y �2%%"AY �2%%%!

#��&�0*&8�(�. �&��.*(�/*� *�G&G(�1 �'&(�0 6���)+��&*2 G*� 6�0 0)�8&G&(00
�+E���� �EW&<� n 0) �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1
��/6�&-&8&(0. F MxY �O � M ��O � ��_ /85G�.4 6���<&*� � E5-&* (���+��*�/. -�((+<
0(*&���8�<! �/80 -��&�0*&8�(�. �&��.*(�/*� M � �O �+E��(� -�/*�*�G(� E80)��1 �
&-0(0'& M � �O 
 �� %�2 *� G0/8� � �6�&-&8.&* 6�&-&8�(5K 6�;�&?(�/*� *�G&G(�1
�'&(�0 (&0)�&/*(�;� 6���<&*�� �!

�5/*� �&��.*(�/*� *�;�2 G*� j� � ~�j � �2 ���(� M � �O,

Pr
�
j� � ~�j � �

�
U  � �� MA���O

��&�E��)5&< 7��<585,

Pr
�
~� � � � � � ~� Z �

�
U  � �� MA��AO

P��<58� MA!�AO 6���)+��&*2 G*� (&0)�&/*(+1 6���<&*� � )��8KG&( �(5*�0
0(*&���8� \~� � �Y ~� Z �] M�0/! A!�O!

����������� !� <���������	�� �	�������� (�)+��&*/. 0(*&���8 \~���Y ~�Z�]2
(���+��KR01 (&0)�&/*(+1 �'&(0��&<+1 6���<&*� � / )�-�((�1 -��&�0*&8�(�1
�&��.*(�/*�K PU  � �!

#80(� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� 0;��&* ��=(5K ��8� � 6���*0G&/�04 6�08�=&3
(0.4! �&< <&(�?& -80(� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� \~� � �Y ~� Z �]2 *&< *�G(&& �'&(��!
�/80 =& -80(� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� �&80��2 *� �'&(�� <�8�6�0;�-(� -8. 6���3
*0�0!

�) 7��<58+ MA!�AO /8&-5&*2 G*� -80(� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� ���(� ��!

(�80)0�5. 7��<585 MA!�AO2 6�04�-0< � )��8KG&(0K2 G*� -80(� -��&�0*&8�(�;�
0(*&���8� �� �6�&-&8.&*/. -�5<. �&80G0(�<0, -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*�K PU  ��
0 �EW&<�< �+E���0 n! ���0< �E��)�<2 �&80G0(+ �2  � � 0 n *&/(� �)�0<�/�.)�(+!
��-���. �6�&-&8&((+& )(�G&(0. -�5< 0) (042 <�=(� �6�&-&80*� �&80G0(5 *�&*�&1!

�ER�. /4&<� 6�/*��&(0. -��&�0*&8�(+4 0(*&���8�� -8. 6���<&*��� (��<�8�3
(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 /�/*�0* � /8&-5KR&<!

 ! �) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0. F MxY �O 0)�8&��&*/.
�+E���� �EW&<� n! �� �/(���(00 9*04 -�((+4 <&*�-�< (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.
080 <&*�-�< <�<&(*�� (�4�-0*/. *�G&G(�. �'&(�� ~� �'&(0��&<�;� 6���<&*�� �!

�! ��/*��8.&*/. /85G�1(�. �&80G0(�2 (�6�0<&�2 YM�O2 /�.)�((�. / 6���<&*��<
� 0 0<&KR�. 0)�&/*(5K 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 f

Y
MyY �O!

"$



�A �� � �  � A

x

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

fMxO

��� ���

C� C�

������������������������������

������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������

��������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������
��������������� ���������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������
���������������������������
����������������������
��������������������
�������������������
�����������������
����������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
���������������
�����������������
������������������
��������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� 8�� 5 9 ����
���
0 ����

������*� 
���
����

A! ��-�K* -��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*� ���(�1  � �! �E+G(� 6�0(0<�K*
-��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*�  � � ���(�1 �2%�Y �2%$Y �2%%Y �2%%"AY �2%%%!

F! �/6�8�)5. 68�*(�/*� �&��.*(�/*&1 ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ Y2
(�4�-.* *��0& -�� G0/8� C� 0 C�2 G*�

Pr MC� � Y � C�O U
Z C�

C�
f
Y
MyY �O dy U  � �� MA��FO

�(�G&(0. C� 0 C� �+E0��K*/.2 ��� 6���08�2 6�0 /0<<&*�0G(+4 5/8��0.4 ,

Pr MYM�O � C�O U
�

�
� Pr MYM�O � C�O U

�

�
� MA��$O

*! &! G*�E+ /5<<��(�. 68�R�-� )�?*�04���((+4 (� �0/! A!� 68�R�-&1 E+8� ���(� �!
$! �&���&(/*��2 /*�.R&& � ��5;8+4 /��E��4 5���(&(0. MA!�FO2 6�&�E��)5&*/. �

���(�/08�(�& (&���&(/*��

Pr
�
~� � � � � � ~� Z �

�
U  � �� MA��CO

(���+��KR&& / )�-�((�1 �&��.*(�/*�K  � � (&0)�&/*(+1 6���<&*� �!

��&� 9������������ ������
��

��� �
���
�����
�%� �"��
���

����
����� ����
���� ��������

� �	������� ����������

��-�G5 �(�80)� -��&�0*&8�(+4 0(*&���8�� 6�0 �'&(0��(00 <�*&<�*0G&/��;�
�=0-�(0. (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ �E+G(� ��//<�*�0��K* � -�54 ���0�(3
*�4 ,

D /85G�12 ��;-� -0/6&�/0. 0)�&/*(�Y
D /85G�12 ��;-� -0/6&�/0. (&0)�&/*(�!

�/6�8�)5&< 5��)�((5K �+?& /4&<5 -8. (�4�=-&(0. -��&�0*&8�(+4 0(*&���8��
6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� a 0 	!

"C



�A �� � �  � A

u

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

fMuO

��� ���

�u��� u���

������������������������������

������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������

��������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������
��������������� ���������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������
���������������������������

����������������������
��������������������
�������������������
�����������������
����������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
���������������
���������������
���������������
����������������
���������������
�����������������
������������������
������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� 8�8 5 9 ����
���
0 ����

������*� 
���
���� ��� �����
 �������
�����*�

�$
���
� ��
������� ��������� ���
�
�� �

 
�������� �

��//<�*�0< (��<�8�(5K <�-&8� ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 N Ma� 	O2 � ��*���1
6���<&*� 	 E5-&< /G0*�*� 70�/0����((+< M0)�&/*(+<O2 � 6���<&*� a D (&0)�&/*(+<!
#8. (�4�=-&(0. *�G&G(�1 �'&(�0 6���<&*�� a 0) ;&(&��8�(�1 (��<�8�(�1 /����563
(�/*0 0)�8&G&(� �+E���� �EW&<� n! �� �/(���(00 9*�1 �+E���0 (�1-&(� *�G&G(�.
�'&(�� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.

~a U x U
 
n

nX
i��

xi� MA��"O

��(&& E+8� 6���)�(�2 G*� &/80 X �N MaY 	O2 *� /85G�1(�. �&80G0(� X U
�
n

Pn
i�� Xi2 80(&1(� /�.)�((�. / X�2 X�2 � � �2 Xn2 ��/6�&-&8&(� *��=& 6� (��<�8�(�<5

)���(52 (� / <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< a 0 -0/6&�/0&1 	��n2 *!&! X�N MaY 	�
p
nO!

� '&8�K 6�/*��0*� -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. 6���<&*�� a /�/*��0< /*�(3
-��*0)���((5K /85G�1(5K �&80G0(5 M�+E���G(5K /*�*0/*0�5O

u U
x� a

	�
p
n
� MA��JO

�85G�1(�. �&80G0(� u 0<&&* /*�(-��*0)���((�& (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&
u�N M�Y  O!

�&��.*(�/*� *�;�2 G*� /*�(-��*0)���((�. /85G�1(�. �&80G0(� u �*�8�(0*/. �*
/��&;� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. (� �&80G0(5 u���2 (�4�-0*/. 6� 7��<58&

Pr

�
�u��� � x� a

	�
p
n
� u���

�
U

 p
�


u���Z
�u���

exp
�
�t���

�
dt� MA��%O

�4&<�2 �*�&G�KR�. 9*�1 �&��.*(�/*02 6�0�&-&(� (� �0/! A!A!
��-�-0< 9*5 �&��.*(�/*� ���(�1 PU  � �2 *�;-� 6�85G0<

Pr

�
�u��� � x� a

	�
p
n
� u���

�
U

�p
�


u���Z
�

exp
�
�t���

�
dt U  � �� MA�A�O

""



�&?�. 5���(&(0&

�p
�


u���Z
�

exp
�
�t���

�
dt U �c

�
u���

�
U  � �� MA�A O

(�4�-.* ���	���� /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. u���! �E+G(�
���(*080 (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. u��� (�4�-.* 6� *�E80'�< ��68�/� M/<! 6�08�3
=&(0&O 0) 5/8��0. �cMu���O U  � �!

#8. (�0E�8&& 56�*�&E0*&8�(+4 )(�G&(01 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0 PU  � �
���(*080 /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 6�0�&-&(+ � *�E8! A! !

(���
�� 8�� 5 9����
�
 ������
�
�������*� ��
������*� 
���
������
�

#��&�0*&8�(�. �&��.*(�/*� P U  � � ���(*08� u���
�2%�  2CF
�2%$  2%C
�2%% �2$J
�2%%"A A2��
�2%%% A2A"

	5-&< /G0*�*� ���(*08� u���2 /��*�&*/*�5KR01 )�-�((�1 -��&�0*&8�(�1 �&��3
.*(�/*0 PU  � �2 0)�&/*(+<! ��&�E��)5&< (&���&(/*��2 /*�.R&& � 8&��1 G�/*0
5���(&(0. MA!�%O2

Pr

�
� 	p

n
u��� � Mx� aO �

	p
n
u���

�
U  � ��

080

Pr

�
x� 	p

n
u��� � a � xZ

	p
n
u���

�
U  � �� MA�A�O

�8&-���*&8�(�2 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 \x�	 u����pnY xZ	 u����pn] (���+��3
&* (&0)�&/*(�& <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& a / )�-�((�1 �&��.*(�/*�K  ��! ��G(�/*�
�'&(�0 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. M6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*�O, � U 	 u����

p
n!

1�����	��  ! 
(�80)0�5. 7��<585 MA!A�O2 )�<&G�&<2 G*� ,
�O 5�&80G&(0& �EW&<� �+E���0 n 6�0��-0* � 5<&(�?&(0K -80(+ -��&�0*&8�3

(�;� 0(*&���8�2 *!&! � 585G?&(0K *�G(�/*0 �Y
EO 5�&80G&(0& -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0  �� 6�0��-0* � 5�&80G&(0K -80(+

-��&�0*&8�(�;� 0(*&���8�2 *!&! � 5<&(�?&(0K *�G(�/*0 �Y
�O &/80 )�-�*� *�G(�/*� M6�&-&8�(5K 6�;�&?(�/*� 0(*&���8�(�1 �'&(�0O � 0

-��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*�  � �2 *� 0) /��*(�?&(0.

� U
	p
n
u��� MA�AAO

<�=(� (�1*0 <0(0<�8�(+1 �EW&< �+E���02 ��*��+1 �E&/6&G0* )�-�((5K *�G(�/*�

n U
 
��

u�
���	

�� MA�AFO

"J



1�����	�� �! �5/*� �� X 0<&&* 6��0)��8�(5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1 F MxO! �5/*� *��=& -8. �� X �+6�8(.&*/. '&(*��8�(�. 6�&-&8�(�.
*&��&<� *&��00 �&��.*(�/*&1! ��;-�2 � /085 9*�1 *&��&<+2 6�0 -�/*�*�G(� E�8�?�<
�EW&<& �+E���0 )���( ��/6�&-&8&(0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 u U Mx�M\x]O �	x
E5-&* 6�0E80=&((� (��<�8�(+<! � 9*�< /85G�& -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. M\X]
/85G�1(�1 �&80G0(+ X2 �6�&-&8&((+1 6� 7��<58& MA!A�O2 E5-&* 6�0E80=&((+<!

� '&8�K 6�/*��&(0. *�G(�;� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. M\X] /85G�1(�1
�&80G0(+ X2 0<&KR&1 6��0)��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0.2 (&�E4�-0<� )(�*� 80E�
)���( ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 /�&-(&1 ��07<&*0G&/��1 x U n��P

i xi2 80E� )���(
��/6�&-&8&(0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 u U Mx�M\x]O �	x!

����(+ ��/6�&-&8&(0. 9*04 �&80G0( )��0/.* �* )���(� ��/6�&-&8&(0. /85G�13
(�1 �&80G0(+ X!

&��
��
��8�G0�0 0 -&��G�0 ��=-�K*/. (& �-0(����� G�/*�! H*�* 7��* E+8 )�<&G&(

5=& -��(�! #8. /�)-�(0. <�*&<�*0G&/�04 <�-&8&12 /6�/�E(+4 6��/8&-0*� 6��'&//+2
(�E8K-�KR&&/. � /�/*��& (���-�(�/&8&(0. /*��(+2 (&�E4�-0< E�8�?�1 /*�*0/*0G&/3
�01 <�*&�0�8!

�  J"F ;�-� 6�  %�� ;�- � a�&1'��00 ��-08�/� �CFF"$" -&*&12 � *�< G0/8&
 A$%C" <�8�G0� 0  �J$�JC -&��G&�!

������ �&��.*(�/*� ��=-&(0. <�8�G0���Q

'�(����
�*�*0/*0G&/��. G�/*�*� ��=-&(0. <�8�G0��� )� 5��)�((+& ;�-+ /�/*��08�


 U  A$%C" ��CFF"$" U �� $ F �

�-&/� <+ 0<&&< -&8� / 6�/8&-���*&8�(�/*�K 0/6+*�(01 / -�5<. ��)<�=(+<0
0/4�-�<0 � ��=-�<2 6�0G&< G0/8� 0/6+*�(01 n �G&(� �&80��! ��9*�<5 <�=(�
0/6�8�)���*� ��� *&��&<5 	&�(58802 *�� 0 *&��&<5 �5����D��68�/�! �&���. 0)
(04 5��)+��&* (� *�2 G*� �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. <�8�G0�� E80)�� �  >� M��� 0
�&��.*(�/*� ��=-&(0. -&��G�0O!

� <�*&<�*0G&/��1 <�-&80 G�/*�*� ��=-&(0. <�8�G0�� wn2 (�E8K-�&<�. /�&-0
n ��-0�?04/. -&*&12 0<&&* -0/6&�/0K D\wn] U pM �pO�n! ��/��8��5 �EW&< �+E���0
n �G&(� �&80� M�( ���&( �CFF"$"O 0 �&��.*(�/*� p E80)�� �  >�2 *� / �+/���1 /*&6&(�K
*�G(�/*0 D\wn] U M�� ���AO�!

�/80 6���*0G&/�0 -�/*��&�(+<0 5/8��0*�/. /G0*�*� /�E+*0. / �&��.*(�/*�K
(& <&(&& �2%$2 *� 0) �'&(�0 MA!A�O /8&-5&*2 G*� �&��.*(�/*� p ��=-&(0. <�8�G0��
)��8KG&(� <&=-5 /8&-5KR0<0 ;��(0'�<0 ,

p � 
 �  � %C
q
D\wn] U �� $ A$� p � 
 Z  � %C

q
D\wn] U �� $ FC�

�(�G&(0. /� /*�8� �+/���1 *�G(�/*�K �&��.*(�/*0 p 6�)��8.&* 6�0(.*�
)� 6���*0G&/�0 -�/*��&�(�&2 G*� 6� ���1(&1 <&�& � *&G&(0& (&/��8��04 8&*2
6�/8&-5KR04 )�  %�� ;�-�<2 G0/8� ��=-��?04/. <�8�G0��� (� ��=-+&  ���� -&*&1
/�/*��8.8� �* $ A$ -� $ FC!

��� 6���)+��K* <(�;�G0/8&((+& 0 6��-�8=0*&8�(+& (�E8K-&(0.2 �&��.*(�/*�
p .�8.&*/. -���8�(� 5/*�1G0��1 4����*&�0/*0��1!

"%



��'� 9������������ ������
��

��� �
���
�����
�%� �"��
���

����
����� ����
���� ��������

��� ���	������� ���������

�5/*� X�N MaY 	O2 6�0G&< a 0 	 (&0)�&/*(+! #8. (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(��
6���<&*��� a 0 	 0) ;&(&��8�(�1 (��<�8�(�1 /����56(�/*0 0)�8&G&(� �+E���� �EW&<�
n! �� �/(���(00 9*�1 �+E���0 (�1-&(+ *�G&G(+& (&/<&R&((+& �'&(�0 (&0)�&/*(+4
6���<&*���

~a U xY ~	 U s U

vuut  
n�  

nX
i��

Mxi � xO�� MA�A$O

#8. 6�/*��&(0. -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.
/�/*��0< �/6�<�;�*&8�(5K /85G�1(5K �&80G0(5 M�+E���G(5K /*�*0/*0�5O

t U
x� a

s�
p
n�  

� MA�ACO


<(�=�. G0/80*&8� 0 )(�<&(�*&8� MA!ACO (� 6�8�=0*&8�(5K �&80G0(5
p
n�	2

6�85G0<

t U
x� a

	�
p
n
�
�

 
n�  

� ns
�

	�

�����

� MA�A"O

� �5�/& *&��00 �&��.*(�/*&1 -���)+��&*/. *&��&<� � *�<2 G*� �&80G0(� ns��	�

��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �� / 
 U n �  /*&6&(.<0 /��E�-+! ��&-&< �E�)(�G&(0&
YU Mx� aO

p
n�	2 *�;-�

t U Y
�  
n�  

��
n��

	����

� MA�AJO

�&*�5-(� �0-&*�2 G*� Y �N M�Y  O! 
(�80)0�5. /85G�1(5K �&80G0(5 t2
�6�&-&8.&<5K ���&(/*��< MA!AJO2 6�04�-0< � �+��-52 G*� 9*� /85G�1(�. �&80G0(�
��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �*�K-&(*� / 
 U n �  /*&6&(.<0 /��E�-+! �&��.*(�/*�
*�;�2 G*� /85G�1(�. �&80G0(� t 6�6�-&* � 0(*&���8 \�t���
 n��Y t���
 n��]2 (�4�-0*/. 6�
7��<58& M�0/! A!FO

Pr

�
�t���
 n�� �

x� a

s�
p
n

� t���
 n��

�
U �

t���� n��Z
�

fMtO dt� MA�A%O

��-�-0< 9*5 �&��.*(�/*� ���(�1  � �! ��;-� 0) �&?&(0. 5���(&(0.

�

t���� n��Z
�

fMtO dt U  � � MA�F�O

<�=(� (�1*0 ���(*08� ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� t���
 n��! �<&K*/. /6&'0�8�(+&
*�E80'+ M/<! 6�08�=&(0&O2 � ��*��+4 6�<&R&(+ ���(*080 tD��/6�&-&8&(0.2 /��*�&*3
/*�5KR0& -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0  � � 0 �EW&<5 �+E���0 n!

J�



�A �� � �  � A

t

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

fMtO

��� ���

�t���� n�� t���� n��

������������������������������������������������

������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������

���������������������������������������������

��������������������������������
�����������������������

���������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������

���������������������������������������������

��������������������������������
�����������������������
���������������� ������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������
������������������������
���������������������
�����������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
���������������
��������������
��������������
�������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
��������������
���������������
���������������
������������������
���������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� 8�< 5 9 ����
���
0 ����

������*� 
���
���� ��� �����
 �������
�����*�

�$
���
� ��������� ���
�
��- 
���
��������� �� ������ &��0�����

	5-&< /G0*�*� ���(*080 t���
 n��2 /��*�&*/*�5KR0& )�-�((�1 -��&�0*&8�(�1
�&��.*(�/*0  � � 0 �EW&<5 �+E���0 n2 0)�&/*(+<0! ��&�E��)5&< (&���&(/*��2
/*�.R&& � 8&��1 G�/*0 5���(&(0. MA!A%O,

Pr
�
�t���
 n�� s�

p
n � Mx� aO � t���
 n�� s�

p
n
�

U  � � MA�F aO

080
Pr
�
x� t���
 n�� s�

p
n � a � xZ t���
 n�� s�

p
n
�

U  � �� MA�F bO

�) 9*�;� �+��=&(0. -8. �&��.*(�/*0 �+*&��&*2 G*� -��&�0*&8�(+1 0(*&���8
Mx � t���
 n�� s�

p
n� x Z t���
 n�� s�

p
nO (���+��&* (&0)�&/*(�& <�*&<�*0G&/��& �=03

-�(0& / )�-�((�1 �&��.*(�/*�K  � �! ��G(�/*� M6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*�O �'&(�0
<�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. /8&-5KR�. ,

� U
sp
n
t���
 n��� MA�F�O

��85G&((+1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 �E8�-�&* *&<0 =& /��1/*��<02 G*� 0
-��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. 6�0 0)�&/*(�< 	!

1�����	��� �+?& �*<&G�8�/�2 G*� 6�0 (&�;��(0G&((�< ��)��/*�(00 �EW&<� �+3
E���0 ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� /*�&<0*/. � (��<�8�(�<5! ��9*�<5 5=& 6�0 n 
 A�
/ '&8�K 6�/*��&(0. -��&�0*&8�(+4 0(*&���8�� -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. <�=3
(� �<&/*� ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 0/6�8�)���*� (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&! � 9*�<
/85G�& 6�0E80=&((+& -��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. (�3
4�-.*/. 6� 7��<58& MA!A�O2 � ��*���1 /8&-5&* 6�0(.*� 	 U s!

J 



��*� 9������������ ������
�

��� ������%� 
�
��
�����
�%� ��
�������

����
����� ����
���� ��������

�5/*� /85G�1(�. �&80G0(� X�N Ma� 	O2 6�0G&< 6���<&*�+ a 0 	 (&0)�&/*(+!
#8. (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(�� 6���<&*��� a 0 	 0) ;&(&��8�(�1 (��<�8�(�1
/����56(�/*0 0)�8&G&(� �+E���� �EW&<� n! �5/*� (� �/(���(00 9*�1 �+E���0
(�1-&(+ *�G&G(+& (&/<&R&((+& �'&(�0 (&0)�&/*(+4 6���<&*���

~a U xY ~	 U s U

vuut  
n�  

nX
i��

Mxi � xO�� MA�FAO

#8. 6�/*��&(0. -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�3
(&(0. 	 /�/*��0< �/6�<�;�*&8�(5K /85G�1(5K �&80G0(5

�� U
Mn�  Os�

	�
� MA�FFO

H*� /85G�1(�. �&80G0(� 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �� / n �  /*&6&(.<0 /��E�-+!
�&��.*(�/*� *�;�2 G*� /85G�1(�. �&80G0(� �� 6�6�-&* � 0(*&���8 \C�YC�]2 ���(�
M�0/! A!$O

Pr
�
C� � �� � C�

�
U

C�Z
C�

fM��O d��� MA�F$O

��-�-0< 9*5 �&��.*(�/*� ���(�1  � �! �+E&�&< )(�G&(0. C� 0 C� 0) 5/8��01

Pr
�
�� � C�

�
U

�Z
C�

fM��O d�� U
�

�
� Pr

�
�� � C�

�
U

C�Z
�

fM��O d�� U
�

�
� MA�FCO

�� �0/! A!$ /��*�&*/*�5KR0& -�& ��0��80(&1(+& *��6&'002 ��=-�. / 68�R�-�K
���2 )�?*�04���(+!

�&?�. M(�6�0<&�2 G0/8&((+<0 <&*�-�<0O 5���(&(0. MA!FCO2 (�4�-.* ���(*080
��3��/6�&-&8&(0. C� U ��

������ n�� 0 C� U ��
����n��! 	5-&< � -�8�(&1?&< /G0*�*�

���(*080 ��3��/6�&-&8&(0. 0)�&/*(+<0!
��&�E��)5. 7��<585

Pr

�
��
������ n�� �

Mn�  Os�

	�
� ��

���� n��

�
U  � ��

0<&&<

Pr

�
�s

vuut n�  
��
����n��

� 	 � s

vuut n�  
��
������n��

�
A U  � �� MA�F"O

0802 E�8&& ���*�� ,
Pr Ms �� � 	 � s ��O U  � �� MA�FJO

J�



� $  �  $ �� �$

��

�!��

�!�$

�! �

fM��O

���

C� U ��
������n��

�������������
�������������
�������������

�������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������
����������������������������������

���

C� U ��
����n��

�������������
�������������
�������������

��������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

�������������������������������������������

�������������������������������������

��������������������������������
���������������������������
�����������������������
�������������������
����������������
�������������� ������������ ���������� �������� ������� ������ ����� ���� ���� �������������������������������������������������������������

������������������
����������������
���������������
�������������
��������������
��������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
������������
��������������
��������������
��������������
���������������
���������������
����������������
�����������������
���������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� 8�> 5 9 ����

�������� 
���
���� ��� �
����*� ����
��
�����*� ��������
� �

��
������� ��������� ���
�
��

;-&

�� U

vuut n�  
��
���� n��

� �� U

vuut n�  
��
������ n��

� MA�F%O

��9770'0&(*+ �� 0 ��2 /��*�&*/*�5KR0& -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0  � � 0 G0/85
/*&6&(&1 /��E�-+ n2 6�<&R&(+ � 6�08�=&(00!

1�����	��� ��� ��� 6�0 n�� ��/6�&-&8&(0& �� 6�0E80=�&*/. � (��<�8�(�<52
*� 6�0 -�/*�*�G(� E�8�?�< �EW&<& �+E���0 Mn 
 $�O -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 <�=(�
(�1*0 6� 7��<58&

Pr

�
s

 Z u����
p
�n

� 	 �
s

 � u����
p
�n

�
U  � �� MA�$�O

;-& u��� D ���(*08� /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0.2 /��*�&*/*�5K3
R01 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0  � �!

���,� �������

&��
�� "� 
���0)��-0*/. 0)5G&(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ X / <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&<

M\X]U a 0 -0/6&�/0&1 D\X]U 	�! �) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 0)�8&G&(� �+E����
x�� x�� � � � � xN �EW&<�< N 2 (� �/(���(00 ��*���1 6�/*��&(� �'&(�� /�&-(&;�

X�
N U

 
N

NX
n��

xn� M
O

��&E5&*/. 0)5G0*� )��0/0<�/*� -0/6&�/00 �'&(�0 /�&-(&;� D\X�
N ] �* �EW&<�

�+E���0 N !

JA



'�(����
�'&(�� M
O .�8.&*/. (&/<&R&((�1

M \X�
N ] U

 
N

NX
n��

M\xn] U
 
N

NX
n��

a U a�

��&-&< (��5K /85G�1(5K �&80G0(5 Y U X�
N � a! ��/��8��5 6�0 6�/*�.((�<

)(�G&(00 a 0<&&< D\X�
N ] U D\X�

N 3 a] U D\Y]2 *� -�8�?& E5-&< ��//<�*�0��*� D\Y]!
��� ��� M\Y] U �2 *� -8. -0/6&�/00 �'&(�0 M
O 0<&&<

D \X�
N ] U D \Y] U M

h
Y�
i

U M

�
��  

N

NX
n��

yn

��
�
� �

;-& yn U xn � a2 n U  � �� � � � � N ! H*� -�&*

D \X�
N ] U

 
N�

M

�
�� NX

n��

yn

��
�
� U

 
N�

M

�
NX
n��

NX
m��

ynym



�

� ��)(0�?&1 -��1(�1 /5<<& �+-&80< N /��6�-�KR04 /8�;�&<+4 0 NMN �  O
(&/��6�-�KR04 /8�;�&<+4

NX
n��
 m��

ynym U
NX
n��

y�n Z
NX

n��
 m��
 n��m

ynym�

��*&<�*0G&/��& �=0-�(0& �* ��=-�;� 0) NMN �  O (&/��6�-�KR04 /8�;�&<+4
���(� (58K2 6�9*�<5

D \X�
N ] U

 
N�

M

�
NX
n��

y�n



U

 
N�

NX
n��

M
h
y�n
i

U
N

N�
	� U

 
N
D \X] �

�*��2 / ��/*�< �EW&<� �+E���0 -0/6&�/0. �'&(�0 /�&-(&;� M
O 5<&(�?�&*/.
�E��*(� 6��6��'0�(�8�(� N !

&��
�� "�!
�5/*� /85G�1(�. �&80G0(� X ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / 6���<&*3

��<0 M\X]U a 0 	 U
q
D\X]2 0802 E�8&& ���*��2 65/*� X� NMa� 	O!

��&E5&*/. 6� �&)58�*�*�< (�E8K-&(01 x�� x�� � � � � xn �'&(0*� 6���<&*�+ a 0 	
0 (�1*0 �'&(�0 �/0<<&*�00 0 9�/'&//�!

'�(����
��0<&(.. <&*�- <�<&(*��2 0<&&<����

���

� U 
�� � M\�X] U ~a U �x U �

n

nP
i��

xi�

�� U ��� � D\�X] U 	�
x U s� U �

n

nP
i��

Mxi � �xO��
M
O

;-& X�2 X�2 � � �2 Xn 6�&-/*��8.K* ��� E+ n 9�)&<68.��� /85G�1(�1 �&80G0(+ X /
�-(0< 0 *&< =& <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< a!

JF



����=&<2 G*� /�&-(&& ��07<&*0G&/��& (�E8K-�&<+4 )(�G&(01 .�8.&*/. /�/*�3
.*&8�(�12 (&/<&R&((�1 0 977&�*0�(�1 �'&(��1 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.! ��/*�.3
*&8�(�/*� �'&(�0 /8&-5&* 0) *&��&<+ 	&�(5880

lim
n��

Pr
�����mn � p

���� � �
	

U  � M� � �O�

�) *&��&<+ 	&�(5880 /8&-5&*2 G*� /�&-(&& ��07<&*0G&/��& .�8.&*/. /�/*�.3
*&8�(�1 �'&(��1 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. 6�0 8KE�< )���(& ��/6�&-&8&(0.!

��1-&< <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /�&-(&1 ��07<&*0G&/��1

M\x] U M

�
 
n

nX
i��

Xi



U

 
n
M

�
nX
i��

Xi



U

 
n

nX
i��

M\Xi] U
 
n
na U a�

�8&-���*&8�(�2 /�&-(&& ��07<&*0G&/��& .�8.&*/. (&/<&R&((�1 �'&(��1 <�*&3
<�*0G&/��;� �=0-�(0.!

�//8&-5&< 977&�*0�(�/*� �'&(�0 ~a U �x2 /G0*�. 	 0)�&/*(+<! #8. 9*�;�
�+G0/80< -0/6&�/0K /�&-(&1 ��07<&*0G&/��1

D\x] U D

�
 
n

nX
i��

Xi



U

 
n�

D

�
nX
i��

Xi



U

 
n�

nX
i��

D\Xi] U
 
n�
� n	� U

	�

n
�

��1-&< (0=(KK ;��(0'5 (&���&(/*�� ���3���<&��! #8. 9*�;� �+G0/80<

M

�
��

�a�
ln



 p
�
	

exp

�
�Mx� aO�

�	�

��

U �M

�
��

�a�
Mx� aO�

�	�



U �  

	�
�

��� ��� (0=(.. ;��(0'� (&���&(/*�� ���3���<&�� 6�0 N U n /��6�-�&* /
-0/6&�/0&1 /�&-(&1 ��07<&*0G&/��1

�  
nM\ ��fMx� �O����]

U
	�

n
�

*� /�&-(&& ��07<&*0G&/��& 6�0 0)�&/*(�< 	 .�8.&*/. 977&�*0�(�1 �'&(��1 <�*&<�3
*0G&/��;� �=0-�(0.!

����=&<2 G*� �'&(�� -0/6&�/002 �+G0/8.&<�. 6� 7��<58& M
O2 .�8.&*/. /<&3
R&((�1! ��1-&< <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 9<60�0G&/��1 -0/6&�/002 6�&-���0*&8�3
(� 6�&�E��)���� 7��<585 M
O,

s� U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� U
 
n

nX
i��

\Mxi � aO� Mx� aO]� U

U
 
n

�
nX
i��

Mxi � aO� � � Mx� aO
nX
i��

Mxi � aO Z n Mx� aO�



U

U
 
n

nX
i��

Mxi � aO� � Mx� aO� Y

M\s�] U
 
n

X
i

M
h
MXi � aO�

i
�M

h
Mx� aO�

i
U

J$



U 	� �M

�
��  

n

X
i

MXi � xO

��
�
� U 	� �  

n�
M

�X
i

MXi � aO�



U 	� � n 	�

n�
U

n�  
n

	��

��� ��� M\s�] �U 	�2 *� �'&(�� -0/6&�/002 �6�&-&8.&<�. 6� 7��<58& M
O2
.�8.&*/. /<&R&((�1! �<&R&(0& �'&(�0 5/*��(.&*/. 5<(�=&(0&< &L (� <(�=0*&8�
n�Mn �  O! ��0 -�/*�*�G(� E�8�?04 n Mn � A�O /<&R&(0& �'&(�0 (&)(�G0*&8�(�!
��0 <�8�< �EW&<& �+E���0 Mn � A�O (&/<&R&((�. �'&(�� �+G0/8.&*/. 6� 7��<58&

D\X] U ~	�
X

U s���	� U
 

n�  

nX
i��

Mxi � xO� �

��0�&-&< E&) -���)�*&8�/*�� (&��*��+& �&)58�*�*+ �*(�/0*&8�(� /��1/*�
�'&(�� -0/6&�/00!

�/80 6���<&*�+ (��<�8�(�;� )���(� (&0)�&/*(+2 *� �'&(�� -0/6&�/002 �6�&3
-&8.&<�. 6� 7��<58& M
O2 (& �E8�-�&* /��1/*��< 977&�*0�(�/*0! �-(��� �'&(��
~	� U �

n

Pn
i��Mxi�aO�2 &/80 0)�&/*(� <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& a2 �E8�-�&* /��1/*��<

(&/<&R&((�/*02 /�/*�.*&8�(�/*0 0 977&�*0�(�/*0!
�'&(�0 �/0<<&*�00 ~A 0 9�/'&//� ~E2 .�8.KR0&/. 75(�'0.<0 '&(*��8�(+4

<�<&(*��2 (�4�-.*/. 6� 7��<58�< ,

��

	�
U

�
��

	�

	�
� ~A U

�
��

	�

	�
U

 
ns�

nX
i��

Mxi � xO� Y

��

	�
� A U

�
��

	�
� A

	�
� ~E U

�
��

	�

	�
� A U

 
ns�

nX
i��

Mxi � xO� � A�

&��
�� "�"
����)�*�2 G*� �*(�/0*&8�(�. G�/*�*� m�n 6�.�8&(0. /�E+*0. A 6�0 n 0/6+*�3

(0.4 	&�(5880 .�8.&*/. /�/*�.*&8�(�12 (&/<&R&((�1 0 977&�*0�(�1 �'&(��1 �&��3
.*(�/*0 p!

'�(����
��/*�.*&8�(�/*� �'&(�0 /8&-5&* 0) *&��&<+ 	&�(5880 ,

lim
n��

Pr
�����mn � p

���� � �
	

U  � M� � �O�

�6�&-&80< <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& �*(�/0*&8�(�1 G�/*�*+! 	5-&< 6�8�;�*�2
G*� m UX2 *! &! G�/*�*5 6�.�8&(0. /�E+*0. A � n 0/6+*�(0.4 /4&<+ 	&�(5880
��//<�*�0��&< ��� /85G�1(5K �&80G0(5 X2 ��/6�&-&8&((5K 6� E0(�<0�8�(�<5
)���(5

M

�
X
n



U

 
n
M\X] U

 
n
np U p�

��� ��� M\m�n] U p2 *� �*(�/0*&8�(�. G�/*�*� m�n .�8.&*/. (&/<&R&((�1
�'&(��1 �&��.*(�/*0 p!

�6�&-&80< -0/6&�/0K �*(�/0*&8�(�1 G�/*�*+

D
�
m

n

�
U D

�
X
n



U

 
n�

D\X] U
 
n�

npq U
pq

n
�

JC



��1-&< (0=(KK ;��(0'5 (&���&(/*�� ���3���<&��2 5G0*+��.2 G*�

fMx� �O U fMX U xY pO U CX
n pXM � pOn�X�

��;-�

M

�
�� ln fMxY pO

�p�



U M

�
��

�p�

�
lnCX

n ZX ln pZ Mn� XO lnM � pO
	


U

U M

�
� X
p�
� n� X

M � pO�



U �np

p�
� n� np

M � pO�
U � n

pq
�

�8&-���*&8�(�2 6�8�;�.2 G*� -8. �'&(�0 �&��.*(�/*0 /-&8�( �-0( 9�/6&�0<&(*
Mn U  O2 (�1-&<2 G*� (0=(.. ;��(0'� (&���&(/*�� ���3���<&�� ���(�

�  
nM\ ��fMxY pO��p�]

U
pq

n
�

��� ��� (0=(.. ;��(0'� (&���&(/*�� ���3���<&�� /��6�-�&* / -0/6&�/0&1
�*(�/0*&8�(�1 G�/*�*+2 *� �*(�/0*&8�(�. G�/*�*� .�8.&*/. 977&�*0�(�1 �'&(��1
�&��.*(�/*0 p!

&��
�� "�)
�85G�1(�. �&80G0(� X ��/6�&-&8&(� 6� 6���)�*&8�(�<5 )���(5 / 68�*(�/*�K

�&��.*(�/*&1
fMxY �O U � expM��xO

/ 6���<&*��< �!
��&E5&*/. 6� �&)58�*�*�< (�E8K-&((+4 )(�G&(01 x�� x�� � � � � xn 9*�1 /85G�1(�1

�&80G0(+ (�1*0 �'&(�5 ~� 6���<&*�� �!

'�(����
��60?&< 75(�'0K 6���-�6�-�E0.

L U � expM��x�O � expM��x�O � � � � expM� �xnO U �n exp

�
� �

nX
i��

xi

�
�

��;��07<0�5.2 0<&&<

lnL U n ln � � �
nX
i��

xi�

#077&�&('0�5. 6� 6���<&*�5 �2 (�4�-0<

� lnL
��

U
n

�
�

nX
i��

xi�

��0���(0��. 6��0)��-(5K � (58K2 6�85G�&<

n

�
�

nX
i��

xi U � � � U
nPn
i�� xi

U  �x�

J"



&��
�� "�*
�85G�1(�. �&80G0(� X ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5!
��&E5&*/. 6� �&)58�*�*�< (�E8K-&((+4 )(�G&(01 x�� x�� � � � � xn 9*�1 /85G�1(�1

�&80G0(+ �'&(0*� 6���<&*�+ a 0 	 (��<�8�(�;� )���(�!

'�(����
�8�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1 /85G�1(�1

�&80G0(+ ���(�

fMxY a� 	O U
 p
�
 	

exp

�
� Mx� aO�

�	�

�
�

/8&-���*&8�(�2 75(�'0. 6���-�6�-�E0. 0<&&* �0-

L U
 

M
p
�
 	On

exp

�
�  

�	�

nX
i��

Mxi � aO�
�
�

��60?&< 8�;��07<0G&/�5K 75(�'0K 6���-�6�-�E0.

lnL U �n

�
lnM�
O� n ln	 �  

�	�

nX
i��

Mxi � aO��

#077&�&('0�5. 8�;��07<0G&/�5K 75(�'0K 6���-�6�-�E0. 6� a 0 	2 0<&&<

�

�a
lnL U

 
	�

nX
i��

Mxi � aO U ��

�

�	
lnL U �n

	
Z

 
	�

nX
i��

Mxi � aO� U ��

�*�5-� (�4�-0<

~a U
 
n

nX
i��

xi U xY ~	� U s� U
 
n

nX
i��

Mxi � xO��

H*0 �'&(�0 /��6�80 / �'&(��<02 6�85G&((+<0 <&*�-�< <�<&(*��!

&��
�� "�+
�5/*� /85G�1(�. �&80G0(� X ��/6�&-&8&(� 6� )���(5 �5�//�(�

PrMX U kO U
�k

kd
expM��O� k U  � �� � � � �

��&E5&*/. (� �/(���(00 (�E8K-&((+4 )(�G&(01 x� U k�2 x� U k�2 � � �2 xn U kn2
�'&(0*� (&0)�&/*(+1 6���<&*� � 9*�;� ��/6�&-&8&(0.!

'�(����
��60?&< 75(�'0K 6���-�6�-�E0.

L U
�x�

x�d
expM��O�

x�

x�d
expM��O � � � �

xn

xnd
expM��O U

JJ



U
�S

x�dx�d � � � xnd
expM�n�O� S U

nX
i��

xi�

#8. (�4�=-&(0. �'&(�0 �2 *!&! *���;� )(�G&(0. � U �Mx�� x�� � � � � xnO2 6�0
��*���< 75(�'0. 6���-�6�-�E0. �E��R�&*/. � <��/0<5<2 5-�E(� 6&�&1*0 �
�� ������������ ��	�"�� ����������
��

ln L U �n�Z
nX
i��

xi ln��
nX
i��

lnMxidO�

/8&-���*&8�(�2
�

��
lnL U �n Z

 
�

nX
i��

xi�

��0���(0��. 6��0)��-(5K � (58K2 0<&&<

�n Z
 
�

nX
i��

xi U ��

G*� -�&*
~� U

 
n

nX
i��

xi U x�

&��
�� "�,
#�5<&�(�. /85G�1(�. �&80G0(� MX2YO ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 /

68�*(�/*�K �&��.*(�/*&1

fMx� yO U
 

�
 	
X
	
Y

p
 � ��

�

� exp



�  

�M � ��O

�
Mx�m

X
O�

	�
X

� �� Mx�m
X
OMy �m

Y
O

	
X
	
Y

Z
My �m

Y
O�

	�
Y

��
�

��&E5&*/. 6� �&)58�*�*�< (�E8K-&(01 -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MXi2 YiO2
;-& i U  � �� � � � � n2 �'&(0*� 6���<&*�+ m

X
2 m

Y
2 	

X
2 	

Y
0 �!

'�(����
��0<&(.. <&*�- <�<&(*��2 0<&&<


�� U 
��� � ~m
X
U x U

 
n

nX
i��

xiY 
�� U 
��� � ~m
Y
U y U

 
n

nX
i��

yiY

��� U 
��� � ~	�
X

U s�
X

U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� Y

��� U 
��� � ~	�
Y

U s�
Y

U
 
n

nX
i��

Myi � yO� Y

���

	
X
	
Y

� ~� U
 
n

 
	
X
	
Y

nX
i��

Mxi � xO Myi � yO �

J%



&��
�� "�-
�5/*� �� X 0<&&* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / 0)�&/*(+< /�&-(0< ���-��*03

G&/�0< �*�8�(&(0&< 	 U �!
��&E5&*/. (�1*0 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. a2

&/80 /�&-(&& ��07<&*0G&/��& )(�G&(0& �&)58�*�*�� n U  C 6�.<+4 ���(�*�G(+4
0)<&�&(01 x U ��� �%! #��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*� M � �O 6�0(.*� ���(�1 �2%�!

'�(����
��8�)5./� *�E80'�<0 75(�'00 ��68�/�2 6� )�-�((�1 �&��.*(�/*0 M � �O

(�4�-0< u��� U u�
�� U  � CF� ��1-&< *�G(�/*� M6�&-&8�(5K 6�;�&?(�/*�O �'&(�0

� U  � CF
�p
 C

U �� J��

�8&-���*&8�(�2 0/��<+1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 /�/*��8.&* \��� �% � �� J�Y
��� �% Z �� J�]2 080 \ %� �"Y ��� % ]!

�<+/8 6�85G&((�;� �&)58�*�*�, &/80 E5-&* 6��0)�&-&(� -�/*�*�G(� E�8�?�&
G0/8� �+E���� -�((�;� �EW&<�2 *� � %�_ 0) (04 -��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ (����K*
<�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 0 *�8��� �  �_ /85G�&� �'&(0��&<�& <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& <�=&* �+1*0 )� ;��(0'+ -��&�0*&8�(+4 0(*&���8��!

&��
�� "�.
�5/*� x� U �� � $Y x� U �� ���Y x� U �� ��$Y x� U �� ���Y x� U �� � $ @ �&)58�*�3

*+ (&)��0/0<+4 ���(�*�G(+4 0)<&�&(01 *�8R0(+ <&*�880G&/��1 68�/*0(�0!
��&E5&*/. ,
 ! �'&(0*� / 6�<�R�K -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� 0/*0((5K *�8R0(5 M<�*&<�3

*0G&/��& �=0-�(0&O 68�/*0(�0! #��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*�  � � 6�0(.*� ���(�1
�2%$!

�! ��1*0 <0(0<�8�(�& G0/8� 0)<&�&(012 ��*��+& (�-� �+6�8(0*�2 G*�E+ /
(�-&=(�/*�K  � � U �� %$ <�=(� E+8� 5*�&�=-�*�2 G*� 6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*�
*�G&G(�1 �'&(�0 0/*0((�1 *�8R0(+ <&*�880G&/��1 68�/*0(�0 (& 6�&�+?�&* �2%$!

'�(����
	5-&< /G0*�*� �&)58�*�*+ 0)<&�&(0. (�E8K-&((+<0 )(�G&(0.<0 /85G�1(�1

�&80G0(+ X2 ��*���. ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / (&0)�&/*(+<0 6���<&*3
��<0 a 0 	! ��1-&< *�G&G(+& �'&(�0 9*04 6���<&*���!

��<&� (�E8K-&(0. xi xi � x Mxi � xO�

 �2� $ D�2��F �2���� C
� �2��� Z�2�� �2����� 
A �2��$ Z�2��C �2����AC
F �2��� Z�2�� �2����� 
$ �2� $ D�2��F �2���� C

�8&-���*&8�(�2

~a U x U
 �� �%$

$
U �� � %Y

%�



~	 U s��	� U

s
�� ����"

F
U �� ��F JA�

�� *�E80'�< ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� M/<! 6�08�=&(0&O 6� -��&�0*&8�(�1
�&��.*(�/*0  �� U �� %$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n�  U F (�4�-0< ���(*08�
��/6�&-&8&(0. t�
���� � U �� ""C! �8&-���*&8�(�2 6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*� *�G&G(�1
�'&(�0

� U
sp
n
t���� n�� U

�� ��F JAp
$

� �� ""C U �� ��$��

#��&�0*&8�(+1 0(*&���8 ���&( \x� �Y xZ �] U \�� � AJY �� ��F�]�
#8. ��/G&*� <0(0<�8�(�;� G0/8� 0)<&�&(012 (&�E4�-0<+4 -8. �6�&-&8&(0.

0/*0((�1 *�8R0(+ 68�/*0(�0 / 6�;�&?(�/*�K2 (& 6�&�+?�KR&1 �2��A2 6�0<&(0<
7��<585 � U st���
 n���

p
n!

�8&-���*&8�(�2

n 
 ���t����
 n��s
� U

�� ""C� � �� ��F JA�
�� �����%

	  $ 0)<&�&(01�

���0< �E��)�<2 -8. *�;� G*�E+ 6�&-&8�(�. 6�;�&?(�/*� � 0/*0((�;� )(�G&(0.
*�8R0(+ 68�/*0(�0 (& 6�&�+?�8� � U �� ��A2 /8&-5&*2 6�<0<� $ 6��-&8�((+4
0)<&�&(012 �+6�8(0*� &R& Mn� $O U  $� $ U  � 0)<&�&(01!

&��
�� "� / 0���������� �1�����2
�<&&*/. �+E���� �EW&<�< N ! #8. (&L (�1-&(+ �+E���G(�& /�&-(&& x�N 0

�+E���G(�. -0/6&�/0. D�
N ! ��85G&(� &R& �-(� )(�G&(0& xN��! ��//<�*�0��&*/.

�EW&-0(&((�. �+E���� �EW&<�< N Z  !
��&E5&*/. �+��)0*� �+E���G(+& �'&(�0 x�N�� 0 D�

N�� G&�&) 5=& 0<&KR0&/.
�'&(�0 x�N 2 D

�
N 0 (���& )(�G&(0& xN��!

'�(����
#8. �+E���G(�;� /�&-(&;� 0<&&<

x�N�� U
 

N Z  

N��X
i��

xi U
 

N Z  

�
NX
i��

xi Z xN��

�
U

 
N Z  

MNx�N Z xN��O � M O

��1-&((�& �+E���G(�& /�&-(&& x�N�� 0/6�8�)5&< -8. (�4�=-&(0. �+E���G(�1
-0/6&�/00

D�
N�� U

 
N Z  

N��X
i��

�
xi � x�N��

��
� M�O

� ��5;8+4 /��E��4 6�- )(���< /5<<0����(0. �+G*&< 0 -�E��0< �+E���G(�&
/�&-(&& x�N ! H*� -�&*

D�
N�� U

 
N Z  

N��X
i��

�
Mxi � x�NO

� Z � Mxi � x�N O
�
x�N � x�N��

�
Z
�
x�N � x�N��

���
� MAO

�&���& /8�;�&<�& � MAO ���(�

 
N Z  

�
NX
i��

Mxi � x�NO
� Z MxN�� � x�N O

�



U

 
N Z  

h
ND�

N Z MxN�� � x�NO
�
i
� MFO

% 




(�8�;0G(� 6�&�E��)��+��. �*���& 0 *�&*�& /8�;�&<+& � MAO2 6�85G0<

D�
N�� U

 
N Z  

�
ND�

N ZN
�
x�N�� � x�N

��
Z
�
xN�� � x�N��

���
� M$O

&��
�� "�  0��8�������� �1�����2
�<&K*/. -�& �+E���0 �EW&<�< N 0 M /��*�&*/*�&((�! #8. (04 (�1-&(+

�+E���G(+& /�&-(0& x�N 2 x
�
M 0 �+E���G(+& -0/6&�/00 D�

N 2 D
�
M ! ��//<�*�0��&*/.

�EW&-0(&((�. �+E���� �EW&<�< N ZM !
��&E5&*/. �+��)0*� �+E���G(+& �'&(�0 x�N�M 0 D�

N�M G&�&) 0<&KR0&/.
�'&(�0 x�N 2 D

�
N 0 x�M 2 D�

M !

'�(����
�<&&<

x�N�M U
 

N ZM
MNx�N ZMx�M O �

��1-&((�& �+E���G(�& /�&-(&& x�N�M 0/6�8�)5&< -8. (�4�=-&(0. �+E���G(�1
-0/6&�/00

D�
N�M U

 
N ZM

�
ND�

N ZN
�
x�N�M � x�N

��
ZMD�

M ZM
�
x�N�M � x�M

���
�

&��
�� "� !
��1*0 <0(0<�8�(+1 �EW&< �+E���02 (� �/(���(00 ��*���1 <�=(� E+8� E+

�'&(0*� <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& 6���<&*�� (&��*���1 *&4(0G&/��1 �6&��'00 /
�?0E��12 (& 6�&�+?�KR&1  �2 0 (�-&=(�/*�K M � �O U �� %$2 &/80 6�&-6�8�=0*�2
G*� 6���<&*� 9*�1 *&4(0G&/��1 �6&��'00 X .�8.&*/. /85G�1(�1 �&80G0(�12 0<&KR&1
(��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& X� NMaY $�O!

'�(����
�) 5/8��0. /8&-5&*2 G*� -0/6&�/0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X 0)�&/*(�, 	� U

$��! ��/6�8�)5&</. 7��<58�12 /�.)+��KR&1 6�&-&8�(5K 6�;�&?(�/*� � �'&(�0
<�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. 6� /�&-(&1 ��07<&*0G&/��1,

� U u���
	p
n
�

�*/K-�

n U
 
��

u�
���	

��

��8�)5./� *�E80'&1 75(�'00 ��68�/�2 6� -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0  � � U
�� %$ (�4�-0< ���(*08� u�
��� U  � %C! �8&-���*&8�(�2

n U
 

 ��
 � %C� � �$�� U %C ����������

&��
�� "� " 0���
������� 9�

��
:'
�2
�5/*� fx�� x�� � � � � xng D (&)��0/0<�. �+E����2 � ��*���1 ��=-�. ��<6�(&(*�

xk Mk U  � �� � � � � nO 0<&&* 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. fMxY �O2 ;-& � D (&0)�&/*(+1

%�



6���<&*�! �5/*� �� U ��Mx�� x�� � � � � xnO � ��MxO D (&/<&R&((�. �'&(�� 6���<&*�� �!
��;-� M\��] U �! H*� ���&(/*�� <�=(� )�60/�*� � �0-&

� U
Z

�
��f
MxO dx� M O

;-&

f
MxO U
nY
i��

fMxiY �O

D /��<&/*(�. 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �+E���0 fx�� x�� � � � � xng!
��&E5&*/. 6�85G0*� �+��=&(0&2 �;��(0G0��KR&& -0/6&�/0K D\��] /(0)5!

'�(����
�+��=&(0& � 6����1 G�/*0 M O -077&�&('0�5&<� 6� � *�� =&2 ��� 0 �+��=&(0&

Z

�
f
MxO dx U  � M�O

�&;�� �0-&*�2 G*� /8&-5KR&& �+��=&(0& 6�8�=0*&8�(�,

IM�O U
Z �

� ln f
MxO
��

��

f
MxO dx U M

�
��� ln f
MxO

��

��
�
� � MAO

��� ��� f
MxO D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0.2 *� /6���&-80��
Z
f
MxO dx U  �

;-& x U Mx�� x�� � � � � xnO! ���-077&�&('0����� M O 0 MAO 6� �2 (�1-&<

 U
Z

�
��MxO

�f
MxO
��

dx� � U
Z

�

�f
MxO
��

dx� MFO


<(�=0< *&6&�� �*���& ���&(/*�� � MFO (� � 0 �+G*&< 0) 6&���;�2 *�;-�
6�85G0<

 U
Z

�
\��MxO� �]

�f
MxO
��

dx�

��� ��� f
MxO � �2 *� �f
MxO��� U f
MxO � ln f
MxO���! ��-/*��0< 9*�
�+��=&(0& � MFO2 ��*���& ��)�&-&< � ���-��*2 -�8&&2 0/6�8�)5. (&���&(/*�� ��?03
	5(.���/��;�2 (�4�-0<

 U

�Z
\��MxO� �]

�f
MxO
��

f
MxO dx

��

�

�
Z

\��MxO� �]� f
MxO dx �
Z �

� ln f
MxO
��

��

f
MxO dx�

�(�G&2

 � D\��] �M
�
��� ln f
MxO

��

��
�
� � M$O

%A



�+��)0< *&6&�� �*���1 /�<(�=0*&8� � M$O G&�&) 75(�'0K IM�O2 �6�&-&8&((5K
� MAO! �) MFO 6�0 n U  /8&-5&*2 G*�

M

�
� ln fMx�Y �O

��



U �� MCO

��/��8��5

ln f
MxO U
nX
i��

ln fMxiY �O�

*� �
� ln f
MxO

��

��

U
nX
i��

nX
k��

� ln f
MxiY �O
��

� ln f
MxkY �O
��

�

�*/K-�2 5G0*+��. (&)��0/0<�/*� /�<(�=0*&8&1 6�0 i �U k2 (�4�-0<

M

�
��� ln f
MxO

��

��
�
� U nM

�
��� ln fMx�Y �O

��

��
�
� U nI�M�O�

;-& I�M�O D ��80G&/*�� 0(7��<�'00 � 6���<&*�& �2 /�-&�=�R&&/. � �-(�< (�E8K-&(00!
�*��2 6�04�-0< � �+��=&(0K

D\��] 
  
nI�M�O

M"O

D 	�����	���� 4������!5��!

����� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
 "� 
� �&)58�*�*& 6���&-&(0. n (&)��0/0<+4 9�/6&�0<&(*�� � �-(04 0 *&4 =&

5/8��0.4 /85G�1(�& /�E+*0& A 6��0)�?8� m ��)!
�O ����)�*�2 G*� �*(�/0*&8�(�. G�/*�*� f U m�n 6�.�8&(0. /�E+*0. A E5-&*

(&/<&R&((�1 0 /�/*�.*&8�(�1 �'&(��1 /�E+*0. A, PrMAOU p � �-(�< 9�/6&�0<&(*&!
EO �6�&-&80*� *���& )(�G&(0& p2 6�0 ��*���< -0/6&�/0. �*(�/0*&8�(�1 G�/*�*+

f E5-&* <��/0<�8�(�1!

�
�
�
 "�!
�*��) 6�0E��� 6��0)�?&8 6�0 k3< 0/6+*�(00!
��1*0 �'&(�5 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. �&��.*(�/*0 �*��)� p 6�0 �-(�<

0/6+*�(00 0 �+G0/80*� &L <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0&!

�
�
�
 "�"
��/*��0*� 75(�'0K 6���-�6�-�E0. �+E���0 0) n (&)��0/0<+4 �&80G0(2

��/6�&-&8&((+4 6� 9�/6�(&('0�8�(�<5 )���(5 / �-0(����+< 6���<&*��<!

%F



�
�
�
 "�)
�<&&*/. �+E���� �EW&<� n2 0)�8&G&((�. 0) ��/6�&-&8&(0. ��68�/� / 68�*(�/*�K

fMxO U ��� expM�jx� �j��OY �� � x ��!
��1*0 �'&(�0 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. -8. 6���<&*��� � 0 �!

�
�
�
 "�*
#8. *�;� G*�E+ /�E+*0& A 6��0)�?8� ���(� m ��)2 E+8� 6���&-&(� n 0/6+*�(01

Mn 
 mO! ��1*0 �'&(�5 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. �&��.*(�/*0 p 6�.�8&(0.
/�E+*0. A � �-(�< 0/6+*�(00!

�
�
�
 "�+
�) ���(�<&�(�;� ��/6�&-&8&(0. 0)�8&G&(� �+E���� x�� x�� � � � � xn �EW&<� n!

� ��G&/*�& /*�*0/*0G&/��1 �'&(�0 ~l -80(+ 0(*&���8� MaY bO 6�&-8�;�&*/. ?0��*�
�+E���0 ~l U � � �2 ;-& � U min

i
fxig2 � U max

i
fxig!

	5-&* 80 9*� �'&(�� �E8�-�*� /��1/*��<0 977&�*0�(�/*0 0 /�/*�.*&8�(�/*0 Q
��0�&/*0 G0/8&((+1 6�0<&�!

�
�
�
 "�,
�) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / 6���3

<&*��<0 MmY  O2 0)�8&G&(� �+E���� �EW&<� n U A 0 6�/*��&( ���0�'0�((+1 �.-,
x� � x� � x�! #8. (&0)�&/*(�;� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. m ��//<�*�0��&*/.
�'&(�� , � U �x� Z M � ��Ox� Z �x�2 ;-& � D 6���<&*�!

�)5G0*� /��1/*�� 6�&-8�;�&<�1 �'&(�0! ��0 ����< )(�G&(00 6���<&*�� � 9*�
�'&(�� E5-&* �E8�-�*� /��1/*��<0 (&/<&R&((�/*0 0 977&�*0�(�/*0 Q

�
�
�
 "�-
�) ��/6�&-&8&(0. / 68�*(�/*�K fMxO U expM� � xO2 ;-& x 
 �2 0)�8&G&(�

�+E���� x�� x�� � � � � xn �EW&<� n! #8. /*�*0/*0G&/��1 �'&(�0 (&0)�&/*(�;� 6���<&*��
� 6�&-8�;�&*/. ~� U min

i
fxig!

	5-&* 80 9*� �'&(�� �E8�-�*� /��1/*��<0 977&�*0�(�/*0 0 /�/*�.*&8�(�/*0 Q
��0�&/*0 G0/8&((+1 6�0<&�!

�
�
�
 "�.
��0 6�<�R0 n ��)80G(+4 6�0E���� 6�85G&(+ n (&)��0/0<+4 0)<&�&(01

/85G�1(�1 �&80G0(+ X!
� 6�&-6�8�=&(002 G*� X 0<&&* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&2 � -0/6&�/0. i3;�

0)<&�&(0. 0)�&/*(� 0 ���(� 	�
i Mi U  � �� � � � � nO2 (�1*0 �'&(�5 <��/0<�8�(�;�

6���-�6�-�E0. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X! ����)�*�2 G*�
6�85G&((�. �'&(�� .�8.&*/. (&/<&R&((�12 0 �+G0/80*� &L -0/6&�/0K!

�
�
�
 "� /
�5/*� Mx�� x�� � � � � xnO D �+E���� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 0<&KR&1 ���(�3

<&�(�& ��/6�&-&8&(0& (� 0(*&���8& / 70�/0����((+<0 ;��(0'�<0!
��1*0 �'&(�0 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. -8. ;��(0' a 0 b 0(*&���8�!

%$



�
�
�
 "�  
�) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 0<&KR&1 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1

fMxO U
 
�
expM�jxjO�\ � expM��O]�

;-& �� � x � �2 0)�8&G&(� �+E���� x�� x�� � � � � xn �EW&<� n!
��/*��0*� �'&(�5 ~� -8. 6���<&*�� �! �)5G0*� /��1/*�� 6�&-8�;�&<�1 �'&(�0!

�
�
�
 "� !
�'&(�� �&80G0(+ /�6��*0�8&(0. -8. E�8�?�1 6��*00 �&)0/*����2 �6�&-&8&((�.

6� �&)58�*�*�<  �� /85G�1(� �*�E��((+4 9�)&<68.���2 ���(� x U  � �=�!
�O �G0*�.2 G*� -0/6&�/0. 0)<&�&(01 0)�&/*(�, 	� U  �=��2 (�1*0 �&��.*(�/*�

*�;�2 G*� -8. �&)0/*���� �/&1 6��*00 �&80G0(� /�6��*0�8&(0. 8&=0* � 6�&-&8�4
 �� ��  �=�!

EO ���8��� 0)<&�&(01 (5=(� 6��0)�&/*02 G*�E+ / �&��.*(�/*�K �2%$ 5*�&�=3
-�*�2 G*� -8. �/&1 6��*00 �&)0/*���� �&80G0(� /�6��*0�8&(0. 8&=0* � 6�&-&8�4
 �� ��  �=� Q

�
�
�
 "� "
�+E���� x�� x�� � � � � xn �EW&<� n 0)�8&G&(� 0) ���(�<&�(�;� ��/6�&-&8&(0.

(� �*�&)�& \a� b]! �)�&/*(� -80(� 9*�;� �*�&)�� l U b � a2 (� (&0)�&/*(�
/&�&-0(� 0(*&���8� c U Ma Z bO��! � ��G&/*�& /*�*0/*0G&/��1 �'&(�0 /&�&-0(+
0(*&���8� 6�&-8�;�&*/. /�&-(&& ��07<&*0G&/��& 9�/*�&<�8�(+4 )(�G&(01 �+E���0
c U M� Z �O��2 ;-& � U min

i
fxig2 � U max

i
fxig!

	5-&* 80 9*� �'&(�� �E8�-�*� /��1/*��<0 977&�*0�(�/*0 0 /�/*�.*&8�(�/*0Q
��0�&/*0 G0/8&((+1 6�0<&�!

�
�
�
 "� )
�/5R&/*�8&(+ -�& /&�00 0) n� 0 n� (&)��0/0<+4 0/6+*�(012 6�0G&< � 6&���1

/&�00 /�E+*0& A 6��0)�?8� m� ��)2 � �� �*���1 /&�00 D m� ��)!
��1*0 �'&(�5 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. -8. (&0)�&/*(�1 �&��.*(�/*0 p

/�E+*0. A � ��=-�< 0/6+*�(00 M/G0*�. 9*5 �&��.*(�/*� 6�/*�.((�1O!

�
�
�
 "� *
��1*0 �'&(�5 <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. ~	 6���<&*�� 	 6� �+E���& �EW&<�

n 0) (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 0)�&/*(+< <�*&<�*03
G&/�0< �=0-�(0&< m!

����)�*�2 G*� 6�85G&((�. �'&(�� <��/0<�8�(�;� 6���-�6�-�E0. .�8.&*/.
(&/<&R&((�1!

�
�
�
 "� +
��/*��0*� 75(�'0K 6���-�6�-�E0. �+E���0 0) n (&)��0/0<+4 �&80G0(2

��/6�&-&8&((+4 6� ;&�<&*�0G&/��<5 )���(5 / �-0(����+< 6���<&*��<!

%C



����� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* -�� )�-�(0.!
��-�(0. -�8=(+ �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

��60?0*& 6��;��<<52 / 6�<�R�K ��*���1 0//8&-51*& )��0/0<�/*� �+E���G(�;�
/�&-(&;� x�N �* �EW&<� �+E���0 N ! �&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!

�
��
��  
���(�<&�(+1 )���(!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
a D 8&��. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
b D 6����. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
N D �EW&< �+E���0!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. �+E���G(�;�

/�&-(&;� x�N �* �EW&<� �+E���0 N !

�
��
�� !
���<�8�(+1 )���( :�5//�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
m

X
D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0&Y

	�
X
D -0/6&�/0.Y

N D �EW&< �+E���0!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. �+E���G(�;�

/�&-(&;� x�N �* �EW&<� �+E���0 N !

� 
 � 
 � � � !

��60?0*& 6��;��<<52 / 6�<�R�K ��*���1 0//8&-51*& )��0/0<�/*� �+E���G(�1
-0/6&�/00 D�

N �* �EW&<� �+E���0 N ! �&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!

�
��
��  
���(�<&�(+1 )���(!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
a D 8&��. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
b D 6����. ;��(0'� ��)<�=(+4 )(�G&(01Y
N D �EW&< �+E���0!
�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. �+E���G(�1

-0/6&�/00 D�
N �* �EW&<� �+E���0 N !

�
��
�� !
���<�8�(+1 )���( :�5//�!
�/4�-(+& -�((+& -8. 6��;��<<+ ,
m

X
D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0&Y

	�
X
D -0/6&�/0.Y

N D �EW&< �+E���0!

%"



�&)58�*�* ��E�*+ 6��;��<<+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. �+E���G(�1
-0/6&�/00 D�

N �* �EW&<� �+E���0 N !

����� (
�
��� ��� ������
�

 ! � G&< )��8KG�&*/. /5R(�/*� )�-�G0 (�4�=-&(0. *�G&G(+4 �'&(�� (&0)�&/*3
(+4 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0.Q

�! ����. �'&(�� 6���<&*�� (�)+��&*/. /�/*�.*&8�(�1Q ��G&<5 =&8�*&8�(�2
G*�E+ �'&(�� E+8� /�/*�.*&8�(�1Q

A! ����. �'&(�� 6���<&*�� (�)+��&*/. (&/<&R&((�1Q ��G&<5 =&8�*&8�(�2
G*�E+ �'&(�� E+8� (&/<&R&((�1Q

F! ���0& �'&(�0 6���<&*��� (�)+��K*/. 977&�*0�(+<02 -�/*�*�G(+<0Q
$! � G&< )��8KG�&*/. /5R(�/*� <&*�-� <�<&(*�� *�G&G(�1 �'&(�0 6���<&*���Q
C! � G&< )��8KG�&*/. /5R(�/*� <&*�-� (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0. *�G&G(�1

�'&(�0 6���<&*���Q
"! ����(0*& /��1/*��2 ��*��+<0 �E8�-�K* *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*���2 (�13

-&((+& 6� <&*�-5 <�<&(*��2 6� <&*�-5 (�0E�8�?&;� 6���-�6�-�E0.!
J! ����. �'&(�� �&��.*(�/*0 (�/*568&(0. /�E+*0. � /4&<& 	&�(5880 �E8�-�&*

/��1/*��< /�/*�.*&8�(�/*02 (&/<&R&((�/*0 0 977&�*0�(�/*0Q
%! ����. �'&(�� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+2 6�-G0(&((�1

(��<�8�(�<5 ��/6�&-&8&(0K2 �E8�-�&* /��1/*��<0 /�/*�.*&8�(�/*02 (&/<&R&((�/*0
0 977&�*0�(�/*0Q

 �! ��0�&-0*& 6�0<&� �'&(�� <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. (��<�8�(�1 /85G�13
(�1 �&80G0(+2 (& �E8�-�KR04 5��)�((+<0 /��1/*��<0!

  ! ����. �'&(�� /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�(&(0. (��<�8�(� ��/6�&-&8&(3
(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ (& �E8�-�&* /��1/*��< (&/<&R&((�/*0Q (& �E8�-�&* /��1/*3
��< 977&�*0�(�/*02 �E8�-�&* /��1/*��< /�/*�.*&8�(�/*0Q

 �! �*� (�)+��&*/. -��&�0*&8�(+< 0(*&���8�<2 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*�KQ
 A! �*� (�)+��&*/. 6�&-&8�(�1 6�;�&?(�/*�K *�G&G(�1 �'&(�0 6���<&*��Q
 F! �*� 6��0/4�-0* / -80(�1 -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� 6�0 5�&80G&(00 �EW&<�

�+E���0Q 5�&80G&(00 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0Q
 $! ��8.K*/. 80 ��('+ -��&�0*&8�(+4 0(*&���8�� 6�/*�.((+<0 �&80G0(�<02

/85G�1(+<0 �&80G0(�<0Q
 C! �7��<580�51*& �ER5K /4&<5 6�/*��&(0. -��&�0*&8�(+4 0(*&���8��!
 "! ��� /*��0*/. -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.

/85G�1(�1 �&80G0(+ X2 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5 )���(5Q
 J! ��� /*��0*/. -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. /�&-(&;� ���-��*0G&/��;�

�*�8�(&(0. 	 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5 )���(5Q

%J



�� �������������� ��
�����

��������������� ���
���

���� ����
���

 	
�
��� :������� �����������

��(&& E+80 ��//<�*�&(+ <&*�-+ 6�85G&(0. �'&(�� (&0)�&/*(+4 6���<&*���
��/6�&-&8&(0.! ��4�=-&(0& *�G&G(+4 080 0(*&���8�(+4 �'&(�� .�8.&*/.2 ��� 6��3
�08�2 (&��*���1 6�&-���0*&8�(�1 /*�-0&1 /*�*0/*0G&/�04 0//8&-���(01! ��(&G(�.
'&8� 0//8&-���(0. <�=&*2 (�6�0<&�2 )��8KG�*�/. � /���(0*&8�(�1 �'&(�& ��)80G3
(+4 *&4(�8�;0G&/�04 6��'&//�� 6� 04 6��0)��-0*&8�(�/*02 *�G(�/*0 080 9��(�<0G3
(�/*02 � /���(&(00 4����*&�0/*0� 6�0E����2 0)-&801 0 *! 6! ��-�G0 *���;� ��-�
(�/.* (�)��(0& D ������ ����	�	��!

�� <�*&<�*0G&/��< .)+�& )�-�G0 /���(&(0. 7��<580�5K*/. ��� )�-�G0
/*�*0/*0G&/��1 6���&��0 ;06�*&) �*(�/0*&8�(� 6���<&*��� )���(�� ��/6�&-&8&(0.2
*�� ��� 0)<&(&(0& 6���<&*��� 4����*&�0)5&* ��)80G0. *&4(�8�;0G&/�04 6��'&//��2
��(/*�5�'012 6�0E���� 0 *! 6!

��&-6�8�=0<2 G*� -8. �&?&(0. )�-�G0 /���(&(0. 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0
0)�8&G&(� �+E���� Mx�� x�� � � � � xnO �EW&<� n! �5/*�2 -�8&&2 9�/6&�0<&(*�*�� �0)5�8�3
(� D 6� �0-5 ;0/*�;��<<+ 080 6�80;�(� �*(�/0*&8�(+4 G�/*�* 080 0) ���04380E�
-�5;04 /��E��=&(01 D �+-�0(58 ;06�*&)5 � )���(& ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 /853
G�1(�1 �&80G0(+ M��O X 02 �'&(0� 6���<&*�+ 9*�;� )���(�2 6�/*��08 *&��&*0��3
�&��.*(�/*(5K <�-&8� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 9*�1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 ��*�3
��.2 6� &;� <(&(0K2 �*��=�&* � /&E& �/(��(+& �/�E&((�/*0 /*�*0/*0G&/��;� �.-�!

�����������  � �*�*0/*0G&/��. ;06�*&)� (�)+��&*/. 	����������������2 &/80
� (&1 /7��<580����(+ 6�&-6�8�=&(0. �*(�/0*&8�(� �0-� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.!

#�8�(&1?�. )�-�G� 9�/6&�0<&(*�*��� /�/*�0* � 6���&��& �+-�0(5*�1 ;06�*&3
)+2 *! &! � �+./(&(002 (�/��8��� 4���?� 6�-�E��(� �&��.*(�/*(�. <�-&8�! #8. 6��3
�&��0 9*�1 ;06�*&)+ 0/6�8�)5K*/. ��)80G(+& /*�*0/*0G&/�0& ��0*&�002 <&*�-0��
6�0<&(&(0. ��*��+4 E5-&* -�(� (&/��8��� 6�)=&!

��&-6�8�=0<2 G*� / 6�<�R�K 9*04 ��0*&�0&� 9�/6&�0<&(*�*�� 5E&-08/.2 G*�
<�-&8� �4���?�.�2 �6+*(+& -�((+& (& 6��*0���&G�* 9*�1 <�-&802 *! &! �( �6�;�5)08�
�6+*(+& -�((+& Mx�� x�� � � � � xnO � <�-&8� 5-�G(�!

�/80 *&6&��2 (�6�0<&�2 �'&(0��*� 6���<&*� � �&��.*(�/*(�1 <�-&80 F MxY �O
/*�*0/*0G&/��;� �.-� (�E8K-&(01 6� -�5< (&)��0/0<+< �+E����<2 �).*+<2 /��=&<2
-� ��&-&(0. (&��*���;� 5/��&�?&(/*����(0. � *&4(�8�;0G&/�01 6��'&// 0 6�/8&
��&-&(0.2 *� 6�85G0< -�& �'&(�0 ~�� 0 ~��2 ��*��+& � /085 04 /85G�1(�;� 4����*&��
(& E5-5* ���(+ <&=-5 /�E�1! �6��?0��&*/. M����� �����  �������O2 .�8.K*/.
80 9*0 �'&(�0 �'&(��<0 �-(�;� 0 *�;� =& 6���<&*�� � �&��.*(�/*(�1 <�-&80 080

%%



� /�.)0 / ��&-&(0&< 5/��&�?&(/*����(0. � *&4(�8�;0G&/�01 6��'&// 9*�* 6���<&*�
0)<&(08/. Q

��-�G0 *���;� ��-� .�8.K*/. *060G(+<0 )�-�G�<0 /���(&(0.!

����������� !� �*�*0/*0G&/��. ;06�*&)� (�)+��&*/. ���������������2 &/80
� (&1 /7��<580����(+ 6�&-6�8�=&(0. �*(�/0*&8�(� )(�G&(01 6���<&*��� 75(�'00
��/6�&-&8&(0. 0)�&/*(�;� �0-�!

��0E�8&& *�G(+& 0 E&)�?0E�G(+& /5=-&(0. �*(�/0*&8�(� 0/*0((�/*0 *���;�
��-� ;06�*&) <�=(� E+8� E+ /-&8�*� 6�0 0//8&-���(00 �/&1 ;&(&��8�(�1 /����563
(�/*0! �-(��� � E�8�?0(/*�& 6���*0G&/�04 /85G�&� /68�?(�& 0//8&-���(0& 6� �.-5
6�0G0( 6���&/*0 (&8�).! ��6�0<&�2 �EW&< ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 G�/*� E+��&*
E&/��(&G(+<2 /68�?(�& �E/8&-���(0& �/&1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 *�&E5&* E�8�3
?04 <�*&�0�8�(+4 )�*��*! ���<& *�;�2 *���& �E/8&-���(0& <�=&* 6�0�&/*0 � 6��G&
6�&-<&*�2 � �&)58�*�*+ � <�<&(* ���(G�(0. 0//8&-���(0. <�;5* ���)�*�/. (&��*53
�8�(+<0!

���0< �E��)�<2 /5=-&(0. �E 0/*0((�/*0 M8�=(�/*0O /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&)
�*(�/0*&8�(� �0-� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 F MxY �iO 080
� )(�G&(0.4 6���<&*��� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. 0)�&/*(�;� �0-� 6�0(0<�K*/. (�
�/(���(00 �+E���0 �EW&<� n!

���'&// 0/6�8�)���(0. �+E���0 -8. 6���&��0 0/*0((�/*0 M8�=(�/*0O /*�*0/*03
G&/�04 ;06�*&) (�)+��&*/. �������������� ��������������� ����		���� 6��0!
	����7 �����	����  �������!

���.-5 / �+-�0(5*�1 ;06�*&)�1 ��//<�*�0��K* �-(5 080 (&/��8��� �8�*&�(�3
*0�(+4 M��(�5�0�5KR04O ;06�*&)! �/80 �+-�0(5*�. ;06�*&)� E5-&* �*�&�;(5*�2 *�
&L <&/*� )�(0<�&* �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)�! � 9*�1 *�G�0 )�&(0. /*�*0/*0G&/�0&
;06�*&)+ 6�-��)-&8.K*/. (� 	������ 0 ������	����	���

����������� "� .������  �������� (�)+��K* �/(��(5K M�+-�0(5*5KO ;06�*&)5!
�58&�5K ;06�*&)5 �E�)(�G�K* /0<��8�< H�!
�E+G(� (58&�+& ;06�*&)+ 5*�&�=-�K*2 G*� ��)80G0& <&=-5 /���(0��&<+<0

�&80G0(�<0 M6���<&*��<0 080 75(�'0.<0 ��/6�&-&8&(0.O �*/5*/*�5&*2 � (�E8K-�&3
<+& �*�8�(&(0. �EW./(.K*/. 80?� /85G�1(+<0 ��8&E�(0.<0 �+E���0!

����������� )� >�����	����	��  �������� (�)+��&*/. ;06�*&)�2 ��(�5�0�53
KR�. / (58&��1 ;06�*&)�1 � *�< /<+/8&2 G*� &/80 (58&��. ;06�*&)� �*�&�;�&*/.2 *�
6�0(0<�&*/. �8�*&�(�*0�(�.!


8�*&�(�*0�(5K ;06�*&)5 �E�)(�G�K* /0<��8�< Ha 080 H�!
��0�&-&< 6�0<&�+ (58&�+4 0 �8�*&�(�*0�(+4 /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&) 6���3

<&*�0G&/��;� �0-�! ��&-6�8�=0<2 G*� 6� �+E���& Mx�� x�� � � � � xnO 6�/*��&(� (��<�8�3
(�. <�-&8� / 6���<&*��<0 a 0 	! ��;-� �*(�/0*&8�(� 6���<&*��� ;&(&��8�(�1 /���3
�56(�/*0 a 0 	 <�=(� �+-�0(5*� /8&-5KR0& ;06�*&)+ ,

� 5 8 & � + & 
 8 � * & � ( � * 0 � ( + &

 ! fH� , a U a�g!  ! fHa , a �U a�gY a � a�Y a � a�!

�! fH� , 	 U 	�g! �! fHa , 	 �U 	�gY 	 � 	�Y 	 � 	�!

A! H� ,
� a U a�Y
	 U 	��

A! Ha ,
�
a �U a�Y
	 �U 	��

 ��



��-&�=�*&8�(�. /5R(�/*� 9*04 ;06�*&) <�=&* 6�0(0<�*� ��)80G(+1 �0- �
)��0/0<�/*0 �* ��(��&*(�1 )�-�G0 0//8&-���(0.!

��//<�*�0<2 (�6�0<&�2 /8&-5KR5K )�-�G5, E5-&* 80 5/��&�?&(/*����((+1
/6�/�E 0);�*��8&(0. 98&�*��8�<6 5�&80G0��*� /��� 04 /85=E+ 6� /���(&(0K /
/5R&/*�5KR0< /6�/�E�<2 6�0 ��*���< /�&-(01 /��� /85=E+ a� U F$�� ��� Q
�/6+*�(0. (&E�8�?�1 6��*00 98&�*��8�<6 -�80 x U FJ�� ���!

��=(� 80 (� �/(���(00 9*04 -�((+4 /G0*�*�2 G*� (��+1 /6�/�E 6��0)��-/*��
98&�*��8�<6 85G?& /*���;�Q

��=(� �+-�0(5*� (58&�5K 0 �8�*&�(�*0�(5K ;06�*&)+ ,
fH� , a U a�g D ��� 	���� �����
� ������������ %���������� ���� ���0
�

������� ���0	��Y
fHa , a � a�g D ��� 	���� �����
� ������������ %���������� ���� �$ ���0
�

����������!
�/80 9�/6&�0<&(*�*�� 6�04�-0* � �+��-52 G*� (��<�8�(�. <�-&8� 5-�G(�

�*��=�&* � /&E& )���(�<&�(�/*0 -�54 /*�*0/*0G&/�04 �.-�� Mx
��
� � x


��
� � � � � � x
��

n�
O 0

Mx
��
� � x


��
� � � � � � x
��

n�
O2 *� �*(�/0*&8�(� 6���<&*��� 9*�1 <�-&80 <�;5* E+*� �+-�0(5*+

/8&-5KR0& (58&�+& 0 /��*�&*/*�5KR0& 0< �8�*&�(�*0�(+& ;06�*&)+ ,

� 5 8 & � + & 
 8 � * & � ( � * 0 � ( + &

 ! fH� , a� U a�g!  ! fHa , a� �U a�gY a� � a�Y a� � a�!

�! fH� , 	� U 	�g! �! fHa , 	� �U 	�gY 	� � 	�Y 	� � 	�!

A! H� ,
� a� U a��
	� U 	��

A! Ha ,
�
a� �U a�Y
	� �U 	��

�58&�5K ;06�*&)5

H� ,
� a� U a��
	� U 	�

/8��&/(� <�=(� /7��<580����*� /8&-5KR0< �E��)�<, ��� ��
���� �������	� �� ��	��
� ��� 0�  �	�����	�� �������	����Y �8�*&�(�*0�(5K ;06�*&)5

Ha ,
�
a� �U a��
	� �U 	�

D ��� ��
���� �������	� �� ���	�$  �	�����	�$ �������	�����!
�*�*0/*0G&/�0& 6���<&*�0G&/�0& ;06�*&)+ <�;5* /�-&�=�*� �-(� 080 (&/��8�3

�� 6�&-6�8�=&(01 �*(�/0*&8�(� 6���<&*��� ��/6�&-&8&(0. 75(�'00!

����������� *� ����<&*�0G&/��. ;06�*&)� (�)+��&*/. �������2 &/80 /�-&�=0*
*�8��� �-(� 6�&-6�8�=&(0& �*(�/0*&8�(� 6���<&*��!

��6�0<&�2 &/80 a D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1
/85G�1(�1 �&80G0(+2 *� ;06�*&)� fH� , a U �g D 6��/*�.!

����������� +� ����<&*�0G&/��. ;06�*&)� (�)+��&*/. ���0	��2 &/80 �(�
/�/*�0* 0) ��(&G(�;� 080 E&/��(&G(�;� G0/8� 6��/*+4 ;06�*&)!

��6�0<&�2 &/80 a D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1
/85G�1(�1 �&80G0(+2 *� ;06�*&)� fHa , a � �� $g .�8.&*/. /8�=(�12 *�� ��� �(�
/�/*�0* 0) E&/��(&G(�;� <(�=&/*�� 6��/*+4 ;06�*&) �0-� fHa , a U aig2 ;-& ai D
8KE�& )�-�((�& G0/8�2 E�8�?&& �2$!

 � 



���� ��
��������
�� 
������� 	�
�������

������
� ������� %�����	�

����&��� /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&) �/5R&/*�8.&*/. (� �/(��& -�((+4 �+E���0!
#8. 9*�;� 0/6�8�)5K* /6&'0�8�(+< �E��)�< 6�-�E��((5K /85G�1(5K �&80G0(5 M�+3
E���G(5K /*�*0/*0�5O2 .�8.KR5K/. 75(�'0&1 (�E8K-&((+4 )(�G&(012 *�G(�& 080
6�0E80=&((�& ��/6�&-&8&(0& ��*���1 0)�&/*(�! H*5 �+E���G(5K /*�*0/*0�5 �E�)(�3
G�K* ��)80G(+<0 E5���<0 � )��0/0<�/*0 �* )���(� &L ��/6�&-&8&(0.2 (�6�0<&�2 u2
&/80 �(� ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(52 F D &/80 �(� 0<&&* ��/6�&-&8&(0&
P0?&��2 t D &/80 �(� 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*�! � -�((�< 6���;��7& � '&8.4
�ER(�/*0 E5-&< �E�)(�G�*� &L G&�&) K!

�����������  � &������������� ��������� 6������7 K (�)+��K* /85G�1(5K
�&80G0(5 K2 / 6�<�R�K ��*���1 6�0(0<�K*/. �&?&(0. � 6�0(.*00 080 �*�8�(&(00
�+-�0(5*�1 (58&��1 ;06�*&)+!

#8. 6���&��0 (58&�+4 ;06�*&) 6� �+E���G(+< -�((+< �+G0/8.K* G�/*(+&
)(�G&(0. �4�-.R04 � ��0*&�01 �&80G0( 02 *��0< �E��)�<2 6�85G�K* G�/*(�&
M(�E8K-�&<�&O )(�G&(0& ��0*&�0.!

�5/*� -8. 6���&��0 (&��*���1 (58&��1 ;06�*&)+ H� �*(�/0*&8�(� 6���<&*���
��/6�&-&8&(0. /85=0* �+E���G(�. /*�*0/*0�� M��0*&�01O K! ��&-6�8�=0<2 G*�
68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 K 6�0 5/8��00
/6���&-80��/*0 6���&�.&<�1 ;06�*&)+ H� ���(� fMKjH�O2 � <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& /*�*0/*0�0 K ���(� K�!

��;-� �&��.*(�/*� *�;�2 G*� /85G�1(�. �&80G0(� K 6�6�-&* � 6��0)��8�(+1
0(*&���8 \K�����Y K���]2 <�=(� (�1*0 6� 7��<58& M�0/! F! O

Pr
�
K����� � K � K���

�
U

K���Z
K�����

fMKjH�O dK� MF� O

��-�-0< 9*5 �&��.*(�/*� ���(�1  � � 0 �+G0/80< ���(*080 K����� 0 K���

68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. fMKjH�O 6�0 5/8��0.4 ,

Pr
�
K � K�����

�
U

K�����Z
��

fMKjH�O dK U
�

�
� MF��aO

Pr
�
K 
 K���

�
U

�Z
K���

fMKjH�O dK U
�

�
� MF��bO

�8&-���*&8�(�2 �&��.*(�/*� *�;�2 G*� /85G�1(�. �&80G0(� K E5-&* (�4�-0*�/.
�(5*�0 0(*&���8� \K�����Y K���]2 ���(�  ��! ���*�&*/*�&((� �&��.*(�/*� *�;�2 G*�
/85G�1(�. �&80G0(� K E5-&* (�4�-0*�/. �(& 9*�;� 0(*&���8�2 ���(� �!

��-�-0< �&��.*(�/*� � (�/*�8��� <�8�12 G*�E+ 6�6�-�(0& /85G�1(�1 �&80G0(+
K )� 6�&-&8+ 0(*&���8� \K�����Y K���] <�=(� E+8� /G0*�*� <�8��&��.*(+<
/�E+*0&<! ��;-�2 0/4�-. 0) 6�0('06� 6���*0G&/��1 (&��)<�=(�/*0 <�8��&��.*(+4

 ��



�A �� � �  � A

K

�!�

�!�

�!F

�!C

fMKjH�O

��0*0G&/��.
�E8�/*�

�8�R�-�
U ���

�E8�/*�
-�65/*0<+4
)(�G&(01
�� K

��0*0G&/��.
�E8�/*�

�8�R�-�
U ���

K����� K���

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������

��������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������
��������������� ���������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������
���������������������������
����������������������
��������������������
������������������
����������������
�����������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
��������������
����������������
���������������
����������������
���������������
�����������������
�����������������
�������������������
�������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�� 5 J�
�

����
� �

�
����
. �������� 
 ������
 ������
��. ������
�

��������*� �

��

� K �

 �������� �
���� ����
����
 � :������
���
� ������;

�A �� � �  � A

K

�!�

�!�

�!F

fMKjH�O �8�R�-�
U �

K�

�������������������
����������������
����������������

�������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������

���������������������������������������

������������������������������
�����������������������
�����������������
������������ ��������� ������ �����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������
������������������������������

�������������������������
�����������������������
���������������������
��������������������
��������������������
��������������������
�������������������
���������������������
�����������������������
���������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�� 5 9 "�
�

����
0 �
������
����� �

�
������ ������
 �

��

� K �



�������� �
���� ����
����
 �

�A �� � �  � A

K

�!�

�!�

�!F

fMKjH�O �8�R�-�
U �

K���

�������������������
����������������
����������������

�������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������

���������������������������������������

������������������������������
�����������������������

�����������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������

������������������������������
�������������������������
����������������������
���������������������
���������������������
��������������������
�������������������
�������������������
���������������������
������������������������
����������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�8 5 9 "�
�

����
0 �������
����� �

�
������ ������
 �

��

� K �



�������� �
���� ����
����
 �

 �A



/�E+*012 <�=(� /G0*�*�2 G*� &/80 (58&��. ;06�*&)� /6���&-80��2 *� 6�0 &L 6���&��&
/ 6�<�R�K ��0*&�0. K 6� -�((+< �-(�1 �+E���0 (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0&
��0*&�0. K -�8=(� �E.)�*&8�(� 6�6�/*� � 0(*&���8 \K�����Y K���]!

�/80 =& (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0& ��0*&�0. K 6�6�-�&* )� 6�&-&8+
0(*&���8� \K�����Y K���]2 *� 6��0)�1-&* <�8��&��.*(�&2 6���*0G&/�0 (&��)<�=(�&
/�E+*0&2 *!&! /G0*�&*/.2 G*� / �&��.*(�/*�K M � �O 6���&�.&<�. (58&��. ;06�*&)�
(& /6���&-80��!

��9*�<5 �E8�/*� \K�����Y K���] (�)+��K* �
�����# ���������$ �	���	��
/85G�1(�1 �&80G0(+ K2 6�0 ��*��+4 (58&��. ;06�*&)� (& �*�8�(.&*/.2 �E8�/*0
M��Y K�����O 0 MK���Y �O D �
������� �����	�	�� ����������� 	������  �������
080 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K ��0*&�0. K!

�/80 ��0*0G&/�0& �E8�/*0 ��/6�8�;�K*/. /6���� 0 /8&�� �* <�*&<�*0G&/��;�
�=0-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ K2 *��2 ��� 9*� 0)�E��=&(� (� �0/! F! 2 *� ��0*0G&/��.
�E8�/*� (�)+��&*/. ��������		��2 � ��0*&�01 K ��������		�� ��������� �	������!
���

� (&��*��+4 /85G�.4 9�/6&�0<&(*�*�� E+��&* *�&�-� 5E&=-&(2 G*� K � K� 080
K � K�! � 9*�< /85G�& ��0*0G&/�0& �E8�/*0 .�8.K*/. �-(�/*���((0<0! ��)<�=(+
����������		�� 0 ���������		�� ��0*0G&/�0& �E8�/*0!

�� �0/! F!� 0 F!A 0)�E��=&(+ 6����/*���((.. 0 8&��/*���((.. ��0*0G&/�0&
�E8�/*0 /��*�&*/*�&((�!

1�����	���
��0*0G&/��. *�G�� K� M���	���� K!����������	��O2 �*-&8.KR�. �E8�/*0 6�03

(.*0. 080 �*�8�(&(0. 6���&�.&<�1 (58&��1 ;06�*&)+2 -8. ��0*&�0. / 6����/*���(3
(&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K (�4�-0*/. 0) 5/8��0.

Pr MK 
 K�O U
�Z

K�

fMKjH�O dK U �� MF�AO

H*� =& ��0*0G&/��. *�G��2 �*-&8.KR�. �E8�/*0 6�0(.*0. 080 �*�8�(&(0.
6���&�.&<�1 (58&��1 ;06�*&)+2 -8. ��0*&�0. / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K
(�4�-0*/. 0) 5/8��0.

Pr MK � K���O U

K���Z
��

fMKjH�O dK U �� MF�FO

�*��2 <�=(� /7��<580����*� 6��'&-5�5 6���&��0 6���<&*�0G&/�04 ;06�*&) /
6�<�R�K ��0*&�0&� )(�G0<�/*0 /8&-5KR0< �E��)�<!

����������� !�
����&��� ;06�*&)+ / 6�<�R�K /*�*0/*0G&/��;� ��0*&�0. )(�G0<�/*0 &/*�

6���08� �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+! H*� 6���08� )��8KG�&*/. � ��)E0&(00 �E8�/*0
��)<�=(+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ K (� -�& (&6&�&/&��KR0&/. 6�-�E8�/*0!
��0 9*�< (58&��. ;06�*&)� �*�&�;�&*/.2 &/80 (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0&
��0*&�0. K 6�0(�-8&=0* ��0*0G&/��1 6�-�E8�/*02 0 /G0*�&*/. /�;8�/5KR&1/.
/ �6+*�<2 &/80 (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. K (& 6�0(�-8&=0* ��0*0G&/��1
6�-�E8�/*0!

 �F



���� :)��
�; �����

���� ��� ������
� %�����	�

<������ 	�
������� ��
��������
�%� 
�������

��0 6���&��& /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&) 6� �+E���G(+< -�((+< �/&;-� /5R&/*3
�5&* �0/� 6�0(.*0. 8�=(�;� �&?&(0.! H*� �EW./(.&*/. *&<2 G*� �EW&< �+E���0 ��3
(&G&(2 0 6�9*�<5 (&8�). *�G(� �6�&-&80*� (0 �0- 75(�'00 F MxY �O2 (0 )(�G&(0. &L
6���<&*���! �-(��� 6�0 <(�;����*(�< 6�0<&(&(00 ��0*&�0&� *&��0. /*�*0/*0G&/3
��1 6���&��0 ;06�*&) 6�)��8.&* �'&(0*� �&��.*(�/*0 6�0(.*0. 8�=(+4 �&?&(012 0
&/80 �&��.*(�/*0 <�8+2 *� <�=(� /G0*�*�2 G*� -�((+1 /*�*0/*0G&/�01 ��0*&�01
�E&/6&G0��&* <�8+1 �0/� �?0E�0!

��)<�=(+& �?0E�0 <�;5* E+*� -��.��;� ��-�!

�����������  � =2�
��� ����� � ���� (�)+��&*/. �?0E�� �*�8�(&(0. �&�(�1
(58&��1 ;06�*&)+ H�!

� 6�&-+-5R&< 6���;��7& E+8� 6���)�(�2 G*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.2
&/80 (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0& ��0*&�0. K 6�6�-&* � ��0*0G&/�5K �E8�/*�!

����������� !� ����	�� �	�������� ������������� � �������� (�)+��&*/.
�&��.*(�/*� � /��&�?&(0. �?0E�0 6&���;� ��-�!

�*�8�(&(0& (58&��1 ;06�*&)+ H� (� 5���(& )(�G0<�/*0 � U �� �$ �)(�G�&*2
G*�2 �*�8�(.. 9*5 ;06�*&)52 <+ 080 (& �?0E�&</. M*! &! ;06�*&)� H� -&1/*�0*&8�(�
8�=(�.O 080 �/&3*��0 /��&�?�&< �?0E�5 6&���;� ��-�2 /G0*�. 6���08�(5K ;06�*&)5
H� 8�=(�1! � 6�/8&-(&< /85G�& M� U �� �$O G�/*�*� 6�0(.*0. �?0E�G(�;� �&?&(0.
���(� � /�&-(&< $ (�  �� /85G�&� 6�0<&(&(0. -�((�;� /*�*0/*0G&/��;� ��0*&�0.
)(�G0<�/*0!

����������� "� =2�
��� ����� � ���� (�)+��&*/. �?0E�� 6�0(.*0. 8�=(�1
;06�*&)+ H�!

�&��.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�0 �*���;� ��-� 6�0(.*� �E�)(�G�*� �! �/80
fMKjHaO D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 K 6�0 5/8��002 G*�
�8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� Ha .�8.&*/. �&�(�12 *� �&��.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�0
�*���;� ��-� -8. ��0*&�0. / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K <�=(� �+G0/80*�
6� 7��<58&

� U Pr MK 
 K���O U
�Z

K���

fMKjHaO dK� MF�$O

����������� )� 
�;	����# M �������� K (�)+��&*/. �&��.*(�/*� M � �O
(&/��&�?&(0. �?0E�0 �*���;� ��-� M<�R(�/*� ��0*&�0. K D 9*� �&��.*(�/*�
�*�8�(&(0. (&�&�(�1 ;06�*&)+ HaO2 *! &! M U  � �!

�� �0/! F!F -�(� ;&�<&*�0G&/��. 0(*&�6�&*�'0. �&��.*(�/*&1 �?0E�� 6&���;�
��-�2 �*���;� ��-� 0 <�R(�/*0 ��0*&�0. K2 0<&KR&;� 8&��/*���((KK ��0*0G&/�5K
�E8�/*�!

�) �0/! F!F �0-(�2 G*�2 6&�&-�0;�. ���(*08� K��� �8&�� M5<&(�?�. �?0E�5
6&���;� ��-�O2 <+ *&< /�<+< 5�&80G0��&< �?0E�5 �*���;� ��-�! ��=(� 6���)�*�2
G*� �&��.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�0 �*���;� ��-� .�8.&*/. 75(�'0&1 (&/��8��04
6&�&<&((+4 , G0/8� 0)<&�&(01 n2 5���(. )(�G0<�/*0 �2 4����*&�� �8�*&�(�*0�(�1

 �$



�F �� � � F C J

K

�!�

�! 

�!�

fMKjHiO

�8�R�-�
U �

�8�R�-�
U �

K���

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������

fMKjHaO

�����������������������������������������������
���������������������������
����������������������
������������������
�����������������
����������������
���������������
���������������
���������������
���������������
��������������
�������������
���������������
��������������
��������������
�������������
��������������
���������������
���������������
����������������
���������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������
������������������������������������
��������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

fMKjH�O

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������

������������������������
�������������������
�������������������
����������������
���������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
��������������
�������������
���������������
��������������
��������������
�������������
����������������
����������������
�������������������
��������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

����������������������������������������������

�������������������������������
��������������������

��������������������������

�
����� <�< 5 Q/
��
 ��
��*� 
 ���
�*� 
��� �

��

� K- 
��01�*� �������
����0

�

�
�����0 �������

;06�*&)+ Ha2 6�0<&(.&<�;� ��0*&�0. K2 *! &!

� U fMn� �� Ha� KO�

��0 9*�< �+6�8(.K*/. /8&-5KR0& 6�&-&8�(+& /��*(�?&(0. ,

lim
n��

� U �Y MF�CO

lim
n��

� U �Y MF�"O

lim
���

� U  � MF�JO

���&(/*�� MF!CO 0 MF!"O ;����.* � *�<2 G*� /*�*0/*0G&/�0& -���)�*&8�/*��
0/*0((�/*0 ;06�*&) H� 0 Ha /*�(��.*/. -�/*��&�(+<0 *�8��� 6�0 E&/��(&G(�
E�8�?�< �EW&<& �+E���0! ���<& *�;�2 0) 9*04 6�&-&8�(+4 /��*(�?&(01 /8&-5&*2 G*�
&-0(/*�&((+< /6�/�E�< �-(���&<&((�;� 5<&(�?&(0. �&��.*(�/*&1 �?0E�� 6&���;�
0 �*���;� ��-� .�8.&*/. 5�&80G&(0& �EW&<� �+E���0!

���&(/*�� MF!JO ;����0* � *�<2 G*�2 5<&(�?�. �&��.*(�/*� �?0E�0 6&���;� ��-�
-� (58.2 <+ 6�0 70�/0����((�< �EW&<& �+E���0 -�65/��&< (&�;��(0G&((+1 �0/�
/-&8�*� �?0E�5 �*���;� ��-�!

��� =& /8&-5&* �+E0��*� 5���&(� )(�G0<�/*0 � /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&�Q
�*�&* (� 9*�* ��6��/ )��0/0* �* 6�*&�� M*.=&/*0 6�/8&-/*�01O2 �+)+��&<+4
�?0E��<0 6&���;� 0 �*���;� ��-�! ��6�0<&�2 &/80 /��&�?&(0& �?0E�0 6&���;� ��-�
6�0�&-&* � E�8�?0< 6�*&�.< 6� /���(&(0K / 6�*&�.<02 /��&�?�&<+<0 6�0 �?0E�&
�*���;� ��-�2 *� /8&-5&* 6�0(.*� 6� ��)<�=(�/*0 <&(�?&& )(�G&(0& �! ��(&G(�2
(&8�). 6�8�=0*� � U �2 *�� ��� 0) � U � /8&-5&* � U  2 /8&-���*&8�(�2 � 9*�<
/85G�& E5-5* 6�0(0<�*�/. �/& (58&�+& ;06�*&)+2 � *�< G0/8& 0 (&6���08�(+&!

� -�((�< 6�/�E00 <+ E5-&< ��//<�*�0��*� *�8��� �-0( �0- /*�*0/*0G&/�04
��0*&�0&� D /*�*0/*0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*02 6�0 6�0<&(&(00 ��*��+4 �&��3
.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�0 6&���;� ��-� M5���&(� )(�G0<�/*0 �O 70�/0�5&*/. )�3
��(&&!

 �C



�*�*0/*0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0 D 9*� �-(�/*���((& -&1/*�5KR0& ��0*&3
�002 *! &! (� �/(���(00 04 6�0<&(&(0. 6�0(0<�&*/. / )���(&& 70�/0����((+< �0/��<
*�8��� �-(� �&?&(0&, �=����	��� ����������# 	�����#  ��������!

�/80 =& -8. 6���&�.&<�1 (58&��1 ;06�*&)+ (&* �/(���(01 �*�8�(0*� &L
-�((+< ��0*&�0&<2 *� 5*�&�=-�&*/., �5��������� ��
���� 	� ��#� ��	���	�� ���
�����	�	�� �����	���� 	������  ��������!

���0< �E��)�<2 /*�*0/*0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0 (& 6�)��8.K* 6�0(0<�*�
�&?&(0&, �.������  ������� H� �������� �������	���2 *�� ��� 6�0 6�0<&(&(00
5��)�((+4 ��0*&�0&� �&��.*(�/*� �?0E�0 �*���;� ��-� M�&��.*(�/*� 6�0(.*0.
8�=(�1 (58&��1 ;06�*&)+O �/*�&*/. (&0)�&/*(�1!

� E�8�?0(/*�& /85G�&� -�/*�*�G(� 6�0<&(&(0. /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�3
G0<�/*0! #&1/*�0*&8�(�2 6���*0�39�/6&�0<&(*�*��2 ��� 6���08�2 4�G&* 6���&�0*�2
-�K* 80 �&)58�*�*+ 9�/6&�0<&(*� 6���� �*�8�(0*� (58&�5K ;06�*&)5 / *&<2 G*�3
E+ 6�0(.*� �<&/*� (&L (&��*��5K �8�*&�(�*0�(5K ;06�*&)52 ��*��5K �( �*/*�0��&*
M(���. *&4(�8�;0. 0);�*��8&(0. 0)-&8012 5/��&�?&(/*����(0& (&��*���;� 5)8� ��*�3
<�E08. 0 *!-!O! #���)�*&8�/*��< 0/*0((�/*0 (58&��1 ;06�*&)+2 (�6�0<&�2 6�-*�&�=3
-&(0&< 977&�*0�(�/*0 /*���1 *&4(�8�;00 0);�*��8&(0. 0)-&80.2 �( (& )�(0<�&*/.!

���088K/*�0�5&< -�/*�*�G(�/*� 6�0<&(&(0. *�8��� /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�03
&� )(�G0<�/*0 (� 6�0<&�&2 6�0�&-&((�< � (�G�8& (�/*�.R&;� ��)-&8�! #�65/*0<2 G*�
6�&-8�=&(� (���. *&4(�8�;0. 0);�*��8&(0. 98&�*��8�<62 6�&-6�8�=0*&8�(� 5�&803
G0��KR�. /��� 04 /85=E+! #8. -���)�*&8�/*�� 5�&80G&(0. /���� /85=E+ 98&�*��3
8�<6 6��0)�&-&(� 0/6+*�(0& 6� �6�&-&8&(0K -80*&8�(�/*0 04 ;��&(0.!

�+-�0(&< (58&�5K 0 �8�*&�(�*0�(5K ;06�*&)+ ,
fH� , a� U a�g D ��� 	���� ��$	��� �� ���� ���0
� %���������� �������

���0	��Y
fHa , a� � a�g D � ���������� 	���� ��$	��� �� ����������� ���� ���0
�

%���������� ����������!
�/80 /*�*0/*0G&/�01 ��0*&�01 )(�G0<�/*0 �*�8�(0* �+-�0(5*5K (58&�5K ;03

6�*&)52 *� 6��+?&(0& /���� /85=E+ 98&�*��8�<62 0);�*��8&((+4 6� (���1 *&4(�8�3
;002 /G0*�&*/. -���)�((+< M/ /��*�&*/*�5KR0< <�8+< �0/��< /��&�?&(0. �?0E�0
6&���;� ��-�2 0)<&�.&<+< 5���(&< )(�G0<�/*0 �O!

�/80 =& (� �/(���(00 ��0*&�0. )(�G0<�/*0 6�0-&< � �+��-5, �.�� ��	���	��
��� �����	�	�� 	������  ��������2 *� 9*� �)(�G�&*2 G*� 0<&KR0&/. /*�*0/*0G&/�0&
-�((+&2 ��*��+& -�8=(+ /�0-&*&8�/*����*� �E 977&�*0�(�/*0 (���1 *&4(�8�;002 (&
<�;5* /85=0*� -���)�*&8�/*��< 6��+?&(0. /���� /85=E+ 98&�*��8�<6!

��//<�*�&((+1 6�0<&� 6���)+��&*2 G*� � E�8�?0(/*�& /85G�&� -8. 6���*0G&/3
�04 6�08�=&(01 -�/*�*�G(� /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*02 6�)��8.KR04
*�8��� �*�8�(.*� �+-�0(5*5K (58&�5K ;06�*&)5 H� / 70�/0����((�1 <�8�1 �&��3
.*(�/*�K �?0E�0 6&���;� ��-� M5���(&< )(�G0<�/*0 �O!

��0 0/6�8�)���(00 /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*0 �+E�� 5���(. )(�3
G0<�/*0 � -� (&��*���1 /*&6&(0 6��0)��8&(2 6�/��8��5 � E�8�?0(/*�& /85G�&� (&*
*�G(�1 ;��(0'+ ���)�&?&((�1� �&��.*(�/*0 �?0E�0 6&���;� ��-� �!

�*�8� 6���*0G&/�0 �E+G(+< �+E0��*� -8. � �-(� 0) /*�(-��*(+4 )(�G&(01,
� U �2��$Y �2� Y �2�$Y �2 �2 4�*. 9*� (& �)(�G�&*2 G*� (&8�). �+E0��*� � U �� �A!
��0(.*�. /*�(-��*0)�'0. 0<&&* (&��*���& 6�&0<5R&/*��2 *�� ��� �(� 6�)��8.&*

 �"



/����*0*� �EW&< *�E80' ��0*0G&/�04 )(�G&(01 /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&�!
�8&-5&* 5G0*+��*�2 G*� G&< <&(�?& 5���&(� )(�G0<�/*0 �2 *&< *�5-(&&

�*�8�(0*� (58&�5K ;06�*&)5! ��9*�<5 (& /8&-5&* /*�&<0*�/. �+E0��*� 5���&(�
)(�G0<�/*0 � /80?��< <�8+<! ��0 6���&-&(00 *&4(0G&/�04 0//8&-���(01 (�0E�8&&
G�/*� 6�0(0<�K* � U �� �$ 0 *�8��� � 0/�8KG0*&8�(� ��=(+4 0//8&-���(0.4
M(�6�0<&�2 <&-0'0(/�04O 6�8�;�K* � U �� � !

1�����	��,
 ! �/80 /*��;0& ��0*&�00 -8. 6���&��0 ;06�*&) �*(�/0*&8�(� 6���<&*��� ��/3

6�&-&8&(0. �� X2 0<&KR&1 6��0)��8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0.2 �*80G(+1 �* (��3
<�8�(�;�2 �*/5*/*�5K*2 *� �60/+��&<+& -�8&& /*�*0/*0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0
<�=(� /G0*�*� 6�0E80=&((+<0 M�*�8�(&(0& �* (��<�8�(�;� )���(� 6�0��-0* � 5�&3
80G&(0K 5���(. )(�G0<�/*0O!

�! �5R&/*�5K* <&*�-+ 0 ��0*&�00 6���&��0 /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&)2 5G0*+3
��KR0& �&��.*(�/*0 /��&�?&(0. �?0E�� ��� 6&���;�2 *�� 0 �*���;� ��-�2 (�6�03
<&�2 ��0*&�002 6�/*��&((+& 6� *065 6�/8&-���*&8�(�;� �(�80)�2 ��0*&�01 �&1<�(�D
�0�/�(�2 ��0*&�002 0/6�8�)5KR0& *&��0K /*�*0/*0G&/�04 �&?&(01! ���0& ��0*&�00
(�?802 (�6�0<&�2 ?0����& 6�0<&(&(0& � ��-0�*&4(0�& 6�0 �+-&8&(00 /0;(�8�� (�
7�(& ?5<��!

A! �/80 � �E+G(�< ��0*&�00 )(�G0<�/*0 )�70�/0����*� )���(&& �?0E�0 6&���;�
0 �*���;� ��-�2 *�2 6�8�)5./� ��0�+<0 <�R(�/*&12 <�=(� �6�&-&80*� <0(0<�8�(+1
�EW&< �+E���02 (&�E4�-0<+1 -8. ��)80G&(0. ;06�*&) H� 0 Ha / 70�/0����((+<0
�&��.*(�/*.<0 /��&�?&(0. �?0E�� 6&���;� 0 �*���;� ��-�!

=�������	�� 	�����2�� ����������� �
����� ��� �������� ������$  ������!
�� <(�=&/*�& )(�G&(01 /*�*0/*0�0 ��0*&�0. <�=(� �+E��*� /��8��� 5;�-3

(� ��0*0G&/�04 �E8�/*&1 Vk -8. )�-�((�;� 5���(. )(�G0<�/*0 �2 �-(��� /��*�&*3
/*�5KR0& 0< ��0*&�00 E5-5* 0<&*�2 ���ER& ;����.2 ��)80G(+& �&��.*(�/*0 �?0E��
�*���;� ��-�! .�����2�� ����������� �
�����# 6.4=7 (�)+��K* ��0*0G&/�5K �E3
8�/*�2 ��*���. 6�0 )�-�((�< 5���(& )(�G0<�/*0 � �E&/6&G0��&* <0(0<�8�(5K �&��3
.*(�/*� �?0E�0 �*���;� ��-�! ��0*&�012 0/6�8�)5KR01 ���2 0<&&* <��/0<�8�(5K
<�R(�/*�!

��0 6���&��& 6��/*�1 ;06�*&)+ H� 6��*0� �8�*&�(�*0�+ Ha ��� �6�&-&8.&*/.
������ .����	�!+����	�, ��� ��0*&�0. )�-�((�;� 5���(. )(�G0<�/*0 � /�/*�0* 0)
*�G&� �+E���G(�;� 6��/*��(/*�� M�+E���� �EW&<� nO2 -8. ��*��+4 5-��8&*���.&*/.
(&���&(/*��

LMx�� x�� � � � � xn jH�O
LMx�� x�� � � � � xn jHaO

� C�� MF�%O

;-& C� D ��(/*�(*�2 )��0/.R�. �* )�-�((�;� 5���(. )(�G0<�/*02 x�� x�� � � � � xn D
98&<&(*+ �+E���02 � LMx�� x�� � � � � xnjHiO D 75(�'0. 6���-�6�-�E0.2 �+G0/8&((�. 6�0
5/8��002 G*� �&�(� ;06�*&)� Hi!

�&�&1-&< � 0)8�=&(0K ��(��&*(+4 /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*0
-8. 6���&��0 ;06�*&) � 6���<&*��4 (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.! �&�E4�-0<�
�*<&*0*�2 G*�2 � /�=�8&(0K2 ��)��E�*�� *&��00 6���&��0 /*�*0/*0G&/�04 ;06�*&)
�*(�/0*&8�(� 6���<&*��� )���(�� ��/6�&-&8&(012 �*80G(+4 �* (��<�8�(�;�2 /�.)�(�
/ E�8�?0<0 *�5-(�/*.<0!

 �J



���� ������

 %�����	 � �
���
�����
�� �"��
���

�0*5�'0.2 ��;-� /85G�1(�. �&80G0(� X �E8�-�&* /��1/*��<0 (��<�8�(�1
/85G�1(�1 �&80G0(+2 0<&&* E�8�?�& 6���*0G&/��& )(�G&(0&! �*��2 65/*� /85G�1(�.
�&80G0(� X�N MaY 	O! ��&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)52 G*� <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ X ���(� (&��*���<5 ;06�*&*0G&/��<5 )(�G&(0K a�2
*! &! ;06�*&)5 fH� , a U a�g! #�5;0<0 /8���<02 (�-� 5/*�(��0*�2 )(�G0<� 080
(&)(�G0<� ��)80G�K*/. /�&-(&& ��07<&*0G&/��& x 0 ;06�*&*0G&/��& <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& a ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

� )��0/0<�/*0 �* 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 � 6���<&*��4 ;&(&��8�(�1 /����563
(�/*0 <�=(� /7��<580����*� -�& �/(��(+& <�-&80 0 6�/*��0*� -8. (04 /��*�&*3
/*�5KR0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0!

�����3  � �5/*� ;&(&��8�(�. /����56(�/*� 0<&&* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&,
X �N MaY 	O! ��&-6�8�=0<2 G*� 	 0)�&/*(�! �� �/(���(00 /85G�1(�1 �+E���0
Mx�� x�� � � � � xnO 0) 9*�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 *�&E5&*/. 6���&�0*� ;06�*&)5
fH� , a U a�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , a �U a�g!

��0*&�01 )(�G0<�/*0 -8. 6���&��0 5��)�((�1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (�
�+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

u U
x� a

	

p
n� MF� �O

�+?& E+8� 6���)�(�2 G*� &/80 X�N MaY 	O2 *� x�N MaY 	�
p
nO! �8&-���*&8�(�2

&/80 (58&��. ;06�*&)� fH� , a U a�g /6���&-80��2 *� (��<0����((�. /85G�1(�.
�&80G0(� u�N M�Y  O!

��-�-0< 5���&(� )(�G0<�/*0 -�((�;� ��0*&�0. ���(+< �! �� *�E80'�<
/*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0
� (�4�-.* -�& ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O u����� U �u��� 0 u���! �(�=&/*��
)(�G&(01 u2 �6�&-&8.&<�& (&���&(/*��< juj 
 u���2 .�8.&*/. ��0*0G&/��1 �E8�/*�K
��0*&�0. u U Mx� aO

p
n�	 M/<! �0/! F!$O!

�8&-���*&8�(�2 &/80 �+G0/8&((�& 6� �&)58�*�*�< �+E���0 �EW&<� n (�E8K-�&3
<�& )(�G&(0& ��0*&�0. *�����2 G*�

ju����j 
 u���� MF�  aO

*� ;06�*&)� H� �*�8�(.&*/.!
�/80

ju����j � u���� MF�  bO

*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��� �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a � a�g2
*� 0/6�8�)5K* ��0*&�01 u / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K M�0/! F!CO! �
9*�< �-(�/*���((&< /85G�& ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O u� /*�(-��*0)���((�;�
(��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. (�4�-.*/. 0) 5/8��0. PrMu � �u�O U �! ��0 *���<
�+E��& �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. *�8��� *�;-�2 ��;-�
(�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 u���� � �u�!

 �%



�/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a � a�g2 *� 6�0<&(.K*
��0*&�01 u / 6����/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K � 9*�< /85G�& ��0*0G&/�0&
*�G�0 M���(*080O u� /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. (�4�-.*/. 0)
5/8��0. PrMu 
 u�O U � M�0/! F!"O! ��0 *���< �0-& �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+
(58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. *�8��� *�;-�2 ��;-� (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1
/*�*0/*0�0 u���� 
 u�!

�A �� � �  � A

u

�!�

�!�

�!F

fMuO �8�R�-�
U ���

�8�R�-�
U ���

�u��� u���

���������������������������������

���������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������

������������������������������������������

��������������������������������
������������������������

�����������������
���������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������

������������������������������������������

��������������������������������
������������������������
�����������������
������������ ��������� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������
�����������������������������

������������������������
���������������������
��������������������
�����������������
������������������
����������������
�����������������
�����������������
����������������
�����������������
����������������
������������������
������������������
���������������������
��������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�> 5 =�����
����� �

�
������ ������� �

��

� u

�A �� � �  � A

u

�!�

�!�

�!F

fMuO �8�R�-�
U �

�u�

���������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������

������������������������������������������

��������������������������������
������������������������

�����������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������

����������������������������
������������������������
����������������������
��������������������
�����������������
������������������
����������������
�����������������
�����������������
����������������
�����������������
����������������
�����������������
�������������������
���������������������
��������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�? 5 K������
����� �

�
������ ������� �

��

� u

�A �� � �  � A

u

�!�

�!�

�!F

fMuO �8�R�-�
U �

u�

���������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������

������������������������������������������

��������������������������������
������������������������
�����������������
������������ ��������� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������
�����������������������������

������������������������
���������������������
��������������������
�����������������
������������������
����������������
�����������������
�����������������
����������������
�����������������
����������������
������������������
������������������
���������������������
��������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�� 5 #
������
����� �

�
������ ������� �

��

� u

  �



�����3 !� �5/*� ;&(&��8�(�. /����56(�/*� 0<&&* (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&,
X �N Ma� 	O! ����<&*�+ a 0 	 (&0)�&/*(+! �� �&)58�*�*�< /85G�1(�1 �+E���0
�EW&<� n (�1-&(+ *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*���

~a U x� ~	 U s��	� U

vuut  
n�  

nX
i��

Mxi � xO�� MF� �O

��&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , a U a�g 6��*0� �8�*&�(�*0�+
fHa , a �U a�g! ��;-� ��0*&�01 )(�G0<�/*0 -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+
fH� , a U a�g �/(��+��&*/. (� �+G0/8&(00 *&/*���1 /*�*0/*0�0

t U
x� a�

s

p
n U

x� a�
s��	�

p
n�  � MF� AO

�) �5�/� *&��00 �&��.*(�/*&1 /8&-5&*2 G*� &/80 ;06�*&)� H� �&�(�2 *�
/85G�1(�. �&80G0(� t 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� / 
 U n �  /*&6&(.<0
/��E�-+! �� *�E80'�< ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 �
0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n �  (�4�-.* ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O t����n��

��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*�!
#�8&& �+G0/8.&*/. )(�G&(0& ��0*&�0. t���� U Mx � a�O

p
n�s2 6�85G&((�& (�

�/(���(00 (�E8K-&(01!
�/80

t���� � t����n��� MF� FaO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+!
�/80

t���� � t����n��� MF� FbO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��  ! �+?& 6�0�&-&((�& � <�-&80  )�<&G�(0& �/*�&*/. /6���&-80�+< 0
-8. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 t! H*� )(�G0*2 G*� &/80 ��//<�*�0��&<�. �8�*&�(�*0�(�.
;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a � a�g2 *� 6�0<&(.&*/. 6����/*���((01 t3��0*&�012 *!&!
��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O t���� n�� (�4�-.*/. 0) 5/8��0. PrMt � t���� n��O U �!
�/80 =& ��//<�*�0��&<�. �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a � a�g2 *�
6�0<&(.&*/. 8&��/*���((01 t3��0*&�012 ��0*0G&/�0& *�G�0 ��*���;� M���(*080O
�t��n�� (�4�-.*/. 0) 5/8��0. PrMt � �t�� n��O U �!

1�����	�� �! �/80 �EW&< �+E���0 n -�/*�*�G(� �&80� Mn � $�O2 *� -8.
6���&��0 ;06�*&)+ fH� , a U a�g <�=(� 6�0<&(.*� ��0*&�01 u M<�-&8�  O2 � ��*���<
/8&-5&* 6�8�=0*�

	 U s U

vuut 
n

nX
i��

Mxi � xO�� MF� $O

� �5�/�4 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 6���)�(�2 G*� ��0*&�002 �/(���((+& (�
�+G0/8&(00 *&/*��+4 /*�*0/*0� 6� 7��<58�< MF! �O 0 MF! AO2 .�8.K*/. (�085G?0<02
*�� ��� �E&/6&G0��K* <��/0<�8�(5K <�R(�/*�! ��6�<(0<2 G*� <�R(�/*� ��0*&�0.

   



)��0/0* �* �0-� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+2 6�0(.*�;� 5���(. )(�G0<�/*0 � 0 �EW&<�
�+E���0 n!

��6�0<&�2 &/80 <+ 4�*0< 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , a U a�g 6�0
6��/*�1 �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)& fHa , a U a�g2 6�0G&< a� �U a�2 *� <�R(�/*�
��0*&�0. M �+��=�&*/. 7��<58�1

M U  � � U  Z
 
�
c

�
�u� Z

a� � a�
	�
p
n

�
�  

�
c

�
�u� � a� � a�

	�
p
n

�
� MF� CO

���0/0<�/*� <�R(�/*0 ��0*&�0. �* �0-� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ 0 5���(.
)(�G0<�/*0 0/6�8�)5&*/. 6�0 68�(0����(00 9�/6&�0<&(*� -8. ��/G&*� �EW&<�
�+E���02 (&�E4�-0<�1 -8. 6�85G&(0. )�-�((�1 <�R(�/*0 ��0*&�0.!

��!� ������

 %�����	 �
������


�
���
�����
�# �"��
���

���# ����
����# ����
���# �������

� 6���*0�& 6�0 �E��E�*�& /*�*0/*0G&/�04 -�((+4 (&�&-�� ��)(0��&* 6�*�&E3
(�/*� � �&?&(00 )�-�G �/���(&(0.�! ��6�0<&�2 G�/*� 6�04�-0*/. /���(0��*� (��+1
0 /*��+1 *&4(�8�;0G&/�0& <&*�-+ 0);�*��8&(0. (&��*��+4 0)-&8012 5/6&��&<�/*� �
-�54 ;�566�42 6�0<&(.KR04 ��)80G(+& <&*�-+ �E5G&(0.2 6��0)��-0*&8�(�/*� *�53
-� (� -�54 )���-�42 �&)58�*�*+ -�54 /&�01 9�/6&�0<&(*�� 0 *!-! ��-�G0 *���;� *06�
<�=(� �&?�*�2 6��0)�&-. 6�/*��&(0& *&��&*0��3�&��.*(�/*(�1 <�-&80 M/<! 6�/*�3
(���5 )�-�G0 � (�G�8& -�((�;� ��)-&8�O ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 F MxY �O!

� E�8�?0(/*�& /85G�&� )���(+ ��/6�&-&8&(0. 9*04 /����56(�/*&1 6�&-6�8�;�3
K* (��<�8�(+<02 � 0)<&(&(0. � �*&4(�8�;0.4� /��)+��K*/. (� 0)<&(&(00 <�*&<�3
*0G&/�04 �=0-�(01 <�-&80�5&<�1 (��<�8�(�1 /����56(�/*0! ���0< �E��)�<2 E�8�3
?0(/*�� )�-�G /���(&(0. /��-0*/. � 6���&��& ;06�*&) �*(�/0*&8�(� <�*&<�*0G&/�04
�=0-�(01 -�54 /85G�1(+4 �&80G0(2 ��/6�&-&8&((+4 6� (��<�8�(�<5 )���(5!

� )��0/0<�/*0 �* 0<&KR&1/. � ��/6��.=&(00 9�/6&�0<&(*�*��� 0(7��<�'00
�*(�/0*&8�(� 6���<&*��� 0//8&-5&<+4 (��<�8�(+4 /����56(�/*&1 <�=(� /7��<5803
����*� -�& �/(��(+& <�-&802 � ��=-�1 0) ��*��+4 6�0<&(.&*/. �6�&-&8&((+1 ��03
*&�01 )(�G0<�/*0!

�����3  � �5/*� 0//8&-5K*/. -�& /85G�1(+& �&80G0(+ X 0 Y2 ��=-�. 0)
��*��+4 6�-G0(.&*/. (��<�8�(�<5 )���(5, X �N Ma�Y 	�O 0 Y �N Ma�Y 	�O!
��&-6�8�=0<2 G*� /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0. 	� 0 	� 0)�&/*(+2 � )(�G&(0.
a� 0 a� (&0)�&/*(+!

��&E5&*/. (� �/(���(00 -�54 (&)��0/0<+4 �+E���� �EW&<�< n� 0 n�2 /��*�&*3
/*�&((� 0)�8&G&((+4 0) 0//8&-5&<+4 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*&12 6���&�0*� (58&3
�5K ;06�*&)5 fH� , a� U a�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , a� �U a�g!

�+G0/80< 6� �+E����< /�&-(0& ��07<&*0G&/�0& x 0 y! �)�&/*(�2 G*� &/80
X �N Ma�Y 	�O 0 Y �N Ma�Y 	�O2 *� x �N Ma�Y 	��

p
n�O 0 y �N Ma�Y 	��

p
n�O!

��� ��� �+E���0 (&)��0/0<+2 *� (&)��0/0<+ 0 /�&-(0& ��07<&*0G&/�0& x 0 y2 �

  �



/8&-���*&8�(�2

D\x� y] U D\x] Z D\y] U
	�
�

n�
Z
	�
�

n�
� MF� "O

�/80 6���&�.&<�. ;06�*&)� fH� , a� U a�g /6���&-80��2 *�

M\x� y] U M\x]�M\y] U �� MF� JO

�8&-���*&8�(�2 (��<0����((�. ��)(�/*� M�+E���G(�. /*�*0/*0��O

u U
x� y

	�
��n� Z 	�

��n�
MF� %O

0<&&* /*�(-��*0)���((�& (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& u �N M�Y  O! H*� �+E���G(�.
/*�*0/*0�� 0 6�0<&(.&*/. � ��G&/*�& /*�*0/*0G&/��;� ��0*&�0. )(�G0<�/*0 -8.
6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ fH� , a� U a�g!

#8. 6���&��0 9*�1 (58&��1 ;06�*&)+ (&�E4�-0<� )�-�*� 5���&(� )(�G0<�/*0
�! ��*&< 6� *�E80'�< /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5
5���(K )(�G0<�/*0 � (�1*0 ��0*0G&/��& )(�G&(0& M���(*08�O u���2 5-��8&*���.K3
R&& 5/8��0K PrMjuj 
 u���O2 ��*���& �6�&-&8.&* -�5/*���((KK ��0*0G&/�5K �E8�/*�
u3��0*&�0. M/<! 6�08�=&(0&O!

���0< �E��)�<2 &/80 �+G0/80*� /�;8�/(� MF! %O (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0&
��0*&�0. u���� 0 6�0 9*�< ���=&*/.2 G*�

ju����j 
 u���� MF���aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80 =&

ju����j � u���� MF���bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��! � *�< /85G�&2 ��;-� ��//<�*�0��&<�. �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&3
&* �0- fHa , a� � a�g2 *� 6�0<&(.&*/. 8&��/*���((01 uD��0*&�01! ��0 &;� 6�0<&3
(&(00 6� *�E80'�< /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. (�4�-0*/. *���&
��0*0G&/��& )(�G&(0& �u�2 G*�E+ PrMu � �u�O U �! � /85G�& =&2 ��;-� �8�*&�(�*0�3
(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a� � a�g2 *� 6�0<&(.&*/. 6����/*���((01 uD��0*&�01!
� 9*�< /85G�& 6� *�E80'�< /*�(-��*0)���((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. (�4�-0*3
/. *���& ��0*0G&/��& )(�G&(0& u�2 G*�E+ PrMu 
 u�O U �!

�����3 !� �5/*� 0//8&-5K*/. -�& /85G�1(+& �&80G0(+ X 0 Y2 ��=-�. 0)
��*��+4 6�-G0(.&*/. (��<�8�(�<5 )���(5 X�N Ma�Y 	�O 0 Y �N Ma�Y 	�O2 6�0G&<
/�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0. 	� 0 	� 4�*. 0 (&0)�&/*(+2 (� 6�&-6�8�;�&*/.2
G*� 	� U 	�2 � 6���<&*�+ a� 0 a� (&0)�&/*(+!

��&E5&*/. (� �/(���(00 -�54 (&)��0/0<+4 �+E���� �EW&<�< n� 0 n� Mn� 

A� 0 n� 
 A�O2 0)�8&G&((+4 0) 0//8&-5&<+4 ;&(&��8�(+4 (��<�8�(+4 /����56(�/*&12
6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , a� U a�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+
fHa , a� �U a�g!

��0*&�01 )(�G0<�/*0 -8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (�
�+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

t U Mx� yO

�
n�~	�

� Z n�~	�
�

n� Z n� � �

�  
n�

Z
 
n�

	
����

� MF�� O

  A



;-&

x U
 
n�

n�X
i��

xi� y U
 
n�

n�X
i��

yi MF���aO

@ /�&-(0& ��07<&*0G&/�0&Y

~	�
� U

 
n�

n�X
i��

Mxi � xO�� ~	�
� U

 
n�

n�X
i��

Myi � yO� MF���bO

D �'&(�0 /�&-(04 ���-��*0G&/�04 �*�8�(&(01 6&���1 0 �*���1 /����56(�/*&1
/��*�&*/*�&((�!

��=(� -���)�*�2 G*� &/80 (58&��. ;06�*&)� H� /6���&-80��2 *� �+E���G(�.
/*�*0/*0�� t 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� / 
 U n� Z n� � � /*&6&(.<0 /��E�-+!
#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ (&�E4�-0<� �+G0/80*� /�;8�/(� MF!� O (�E8K-�&<�&
)(�G&(0& t3��0*&�0. t���� 0 )�-�*� 5���&(� )(�G0<�/*0 �! �� *�E80'�< ���(*08&1
��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� )�-�((�1 �&��.*(�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 

(�1*0 ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O t����n��n���!

�/80 6�0 9*�< ���=&*/.

jt����j 
 t����n��n���� MF��AaO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80 =&

jt����j � t���� n��n���� MF��AbO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

��0*&�002 0)8�=&((+& � -�((�< 6���;��7&2 .�8.K*/. (�0E�8&& <�R(+<0!

1�����	��  ! �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a� � a�g2 *�2
��� 0 � <�-&80  2 6�0<&(.&*/. 8&��/*���((01 t3��0*&�01! �/80 =& �8�*&�(�*0�(�.
;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , a� � a�g2 *� 6�0<&(.&*/. 6����/*���((01 t3��0*&�01!

/8��0. (�4�=-&(0. ��0*0G&/�04 *�G&� t��n��n��� 9*04 ��0*&�0&� �/*�K*/. *&<0
=&2 G*� 0 � <�-&80  !

1�����	�� �! �(�;-� � 6���*0�& /85G�&*/.2 G*� �&)58�*�*+ -�54 �+E����
��//<�*�0��K*/. ��� 0)<&�&(0. �-(�1 0 *�1 =& /85G�1(�1 �&80G0(+ -� 0 6�/8&
6���&-&(0. (&��*���1 *&4(�8�;0G&/��1 �6&��'00! �5/*� 0<&K*/. 56��.-�G&((+&
6��+ *��04 G0/&8 Mxi� yiO2 i D (�<&� 0)<&�&(0.!

	5-&< ��//<�*�0��*� ��)(�/*0 zi U xi � yi ��� ��<6�(&(*+ �-(�1 �+E���0
0 �+G0/80< 04 /�&-(&& ��07<&*0G&/��& z U �

n

Pn
i�� zi 0 /�&-(&& ���-��*0G&/��&

s�z U �
n

Pn
i��Mzi � zO� �*�8�(&(0.! 	5-&< �<&/*� ;06�*&)+ fH� , a� U a�g 6���&�.*�

9��0��8&(*(5K &1 ;06�*&)5 fH� , a��a� U �g! ����&��� 9*�1 ;06�*&)+ 6��0)��-0*/.
/ 6�<�R�K ��0*&�0. t U Mz�szO

p
n�  <&*�-�<02 �60/�((+<0 � 6�&-+-5R&<

6���;��7&!

1�����	�� A! �/80 �EW&<+ �+E���� n� 0 n� -�/*�*�G(� �&80�0 Mn� 
 A� 0
n� 
 A�O2 *� �<&/*� t3��0*&�0. M<�-&8� �O <�=(� 6�0<&(.*� u3��0*&�00 M<�-&8�
 O! � 9*�< /85G�& 6�0 �+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 u 6� 7��<58& MF! AO �
(&1 /8&-5&* )�<&(0*� /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0. 	� 0 	� 04 *�G&G(+<0
�'&(��<0 s� 0 s�!

  F



��$� ������

 %�����	 � ���������

����
����� ����
���� ��������

� 6���*0G&/�04 )�-�G�4 6���&��� ;06�*&) � -0/6&�/0.4 0;��&* E�8�?5K ��8�2
*�� ��� 0<&((� -0/6&�/0. 4����*&�0)5&* *��0& ��=(+& *&4(�8�;0G&/�0& 0 ��(/*�5�3
*��/�0& 6���)�*&802 ��� *�G(�/*� ��E�*+ <�?0(2 6�;�&?(�/*0 6���)�(01 0)<&�03
*&8�(+4 6�0E����2 �0*<0G(�/*� 6��0)��-/*��2 5/*�1G0��/*� ��E�*+ ��*�<�*0G&/3
�04 80(01 0 *! -!

��0*&�01 )(�G0<�/*02 6�0<&(.&<+1 -8. 6���&��0 ���&(/*�� (&0)�&/*(�1 -0/3
6&�/00 ;&(&��8�(�1 (��<�8�(�1 /����56(�/*0 (&��*���<5 ;06�*&*0G&/��<5 M6�&-6�3
8�;�&<�<5O )(�G&(0K 	�

� 2 �/(��+��&*/. (� �.-& 0/4�-(+4 �&��.*(�/*(+4 6�&-6�8�3
=&(01 �*(�/0*&8�(� 0//8&-5&<�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0! 	5-&< ��//<�*�0��*�
9*0 6�&-6�8�=&(0. ��� (&��*��5K �&��.*(�/*(5K <�-&8�!

�����3� �5/*� /85G�1(�. �&80G0(� X �N MaY 	O2 6�0G&< 6���<&*�+ a 0 	
D (&0)�&/*(+! �) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 N MaY 	O 0)�8&G&(� /85G�1(�. �+E����
�EW&<� n 0 (�1-&(+ *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(�,

~a U x U
 
n

nX
i��

xiY ~	� U s� U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� � MF��FO

��&E5&*/. (� �/(���(00 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , 	� U 	�

�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	� �U 	�
�g!

��0*&�01 )(�G0<�/*0 -8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (�
�+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

�� U
n s�

	�
�

U
 
	�
�

nX
i��

Mxi � xO� � MF��$O

�/80 6�&-6�8�=0*�2 G*� (58&��. ;06�*&)� /6���&-80��2 *� <�=(� -���)�*�2
G*� �+E���G(�. /*�*0/*0�� 0<&&* �� M403���-��*O ��/6�&-&8&(0& / 
 U n �  
/*&6&(.<0 /��E�-+! ��-�-0< 5���&(� )(�G0<�/*0 -�((�;� ��0*&�0. ���(+< �! ��;-�
6� *�E80'�< ��3��/6�&-&8&(0. 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+

 U n �  <�=(� (�1*0 ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O ��3��/6�&-&8&(0. ��

������ � 0
��
���� � M/<! �0/! F!JO! �&6&�� (&�E4�-0<� �+G0/80*� (�E8K-�&<�& MG�/*(�&O )(�G&(0&

��0*&�0.

��
���� U

 
n

nX
i��

Mxi � xO� � MF��CO

�/80 6�0 9*�< ���=&*/.2 G*�

��
���� 
 ��

���� � 080 ��
���� � ��

������ �� MF��"aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80 =& ���=&*/.2 G*�

��
������ � � ��

���� � ��
���� �� MF��"bO

  $



� $  �  $ �� �$

��

�!��

�!�$

�! �

fM��O

��
�����

�����������������������
�����������������������

�����������������������������������������������������������

�������������������������������������
����������������������������

��
���

�����������������������
�����������������������

�������������������������������������������������������

�����������������������������������������������

�����������������������������������������

�����������������������������������

������������������������������
�������������������������
����������������������
������������������
����������������
������������� ����������� ��������� �������� ������� ������ ����� ���� ��� ��� ��������������������������������������������������������

������������������
���������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
�������������
��������������
�������������
�������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
���������������
����������������
�������������������
�����������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� <�� 5 =�����
����� �

�
������ ������� �

��

� ��

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��  ! �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , 	� � 	�
�g2 *�

6�0<&(.&*/. ��0*&�01 �� / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K! � 9*�< /85G�&
��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O ��

������ � (�4�-.*/. 0) 5/8��0. Pr
�
�� � ��

���� �

�
2 �

(58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.2 &/80 ��
���� � ��

���� �!
� /85G�&2 ��;-� �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , 	� � 	�

�g2 *�
6�0<&(.&*/. ��0*&�01 ��2 �*�&G�KR01 6����/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*0! � 9*�<
/85G�& ��0*0G&/�0& *�G�0 ��

�� � (�4�-.*/. 0) 5/8��0. Pr
�
�� 
 ��

�� �

�
2 � (58&��.

;06�*&)� �*�8�(.&*/.2 &/80 ��
���� 
 ��

�� �!

1�����	�� �! � /85G�&2 ��;-� G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ �&80��2 
 U n �  � A�2
6���&��5 (58&��1 ;06�*&)+ <�=(� 6��0)��-0*�2 �+G0/8.. /8&-5KR5K �+E���G(5K
/*�*0/*0�5 u U

q
���

���� �
p

�
! ��=(� 6���)�*�2 G*� 9*� /*�*0/*0�� 0<&&*
�/0<6*�*0G&/�0 (��<�8�(�& /*�(-��*0)���((�& ��/6�&-&8&(0& u�N M�Y  O!

��0*&�012 �/(���((+1 (� �+G0/8&(00 *&/*���1 /*�*0/*0�02 �6�&-&8.&<�1
7��<58�1 MF!�$O2 .�8.&*/. (�0E�8&& <�R(+<! �//8&-���(0& <�R(�/*0 -�((�;�
��0*&�0. <�=(� (�1*0 � 5G&E(0��4 6� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�&!

��&� ������

 %�����	 � ���������# ���#

����
����# ����
���# �������

� /85G�&2 ��;-� /*�*0/*0G&/�0& 0//8&-���(0. (&��*���;� ��80G&/*�&((�;� 6�03
)(��� 6��0)��-.*/. � -�54 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*.42 G�/*� 6�.�8.&*/. 6�*�&E3
(�/*� � 6���&��& ;06�*&)+ � ���&(/*�& /*&6&(0 ��//&0��(0. 0//8&-5&<�;� 6�0)(���
� 9*04 /����56(�/*.4! �5/*� 0<&K*/. -�& �+E���02 -0/6&�/00 ��*��+4 /��*�&*/*�&(3
(� ���(+ s�� 0 s��! ��=(� 80 /G0*�*� 6�0 (�80G00 (&��*��+4 ��)80G01 <&=-5 �&3
80G0(�<0 s�� 0 s��2 G*� -�((+& �+E���0 6�0(�-8&=�* �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0Q

��=(� /7��<580����*� -���8�(� ��/6��/*��(&((5K *06��5K )�-�G5 , 6��0)3
�&-&(� -�& /&�00 �6+*��2 0) ��*��+4 �-0( �6+* 6��0)��-0*/. / 5G&*�< 7��*��� A2

  C



� -�5;�1 @ E&) 5G&*�! ���)+��&* 80 7��*�� A �80.(0& (� ��//&0��(0& 0//8&-5&<�;�
6�0)(���Q

#8. �*�&*� (� 6�/*��8&((+& ��6��/+ (&�E4�-0<� 6��0)�&/*0 6���&��5 (58&3
��1 ;06�*&)+ fH� , 	�

� U 	�
�g! ��0*&�01 )(�G0<�/*02 6�0<&(.&<+1 -8. 6���&��0

���&(/*�� (&0)�&/*(+4 -0/6&�/01 (��<�8�(+4 /����56(�/*&12 *!&! -8. 6���&��0 5��3
)�((�1 (58&��1 ;06�*&)+2 �/(��+��&*/. (� �.-& 0/4�-(+4 �&��.*(�/*(+4 6�&-6�8�3
=&(01 �*(�/0*&8�(� 9*04 /����56(�/*&1! 	5-&< ��//<�*�0��*� 9*0 6�&-6�8�=&(0.
��� (&��*��5K �&��.*(�/*(5K <�-&8�!

�����3� �5/*� �� X� �N Ma�Y 	�O 0 X� �N Ma�Y 	�O! ����<&*�+ (��<�8�(+4
)���(�� ��/6�&-&8&(0. a� 0 a� D (&0)�&/*(+! �) 9*04 -�54 ;&(&��8�(+4 (��<�8�(+4
/����56(�/*&1 0)�8&G&(+ �+E���0 �EW&<�< n� 0 n�! �� �/(��& 9*04 �+E����
�+G0/8&(+ *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� ,

x� U
 
n�

n�X
i��

xi�� s�� U
 

n� �  

n�X
i��

Mxi� � x�O
�

0

x� U
 
n�

n�X
i��

xi�� s�� U
 

n� �  

n�X
i��

Mxi� � x�O
� �

��&E5&*/. (� �/(���(00 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , 	�

� U 	�
�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	�

� � 	�
�g!

��0*&�01 )(�G0<�/*0 -8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (�
�+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

F U s���s
�
�� MF��JO

;-& s�� 0 s�� D /��*�&*/*�&((� (�0E�8�?�. 0 (�0<&(�?�. -0/6&�/00! �/80 6�&-6�8�3
=0*�2 G*� (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� �+E���G(�. /*�*0/*0�� F 0<&&* ��/6�&-&8&(0&
P0?&�� / 
� U n� �  0 
� U n� �  /*&6&(.<0 /��E�-+! ��-�-0< 5���&(� )(�G0<�/3
*0 -�((�;� ��0*&�0. ���(+< �! ��;-� 6� *�E80'�< ���(*08&1 F 3��/6�&-&8&(0. 6�
5���(K )(�G0<�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
� U n� �  0 
� U n� �  <�=(�
(�1*0 ��0*0G&/�5K *�G�5 M���(*08�O F�� ��� ��2 5-��8&*���.KR5K 5/8��0K M�0/! F!%O

Pr MF � F�� ��� ��O U �� MF��%O

�+G0/80< *&6&�� /�;8�/(� MF!�JO (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. F����!
�/80 6�0 9*�< ���=&*/.2 G*�

F���� 
 F�� ��� ��� MF�A�aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80 =&

F���� � F�� ��� �� � MF�A�bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��  ! �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , 	�
� �U 	�

�g2
*� 6�0<&(.&*/. F 3��0*&�01 / -�5/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K! � 9*�< /85G�&
��0*0G&/�0& *�G�0 F���� ��� �� (�4�-.*/. 6� 5���(K )(�G0<�/*0 ���!

  "



�  � A

F

�!�

�!�

�!F

�!C

�!J

 !�

fMF O
�8�R�-� U �

F�� ��
��

������������������������������������
��������������
�������������
�������������
������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
�����������
������������
�������������
������������
������������
������������
�������������
������������
������������
��������������
���������������
������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������

����������������������������������������������

��������������������������������������

�������������������������������
��������������������������
���������������������
�����������������
��������������
������������ ���������� �������� ������ ����� ���� ���� ���

�
����� <�D 5 9 "�
�

����
0 �

�
������ ������
 �

��

� F �

 �������� �
����

����
����
 �

1�����	�� �! �G&(� G�/*� F 3��0*&�01 6�0<&(.&*/. -8. 6���&��0 6�&-6�8�=&3
(0. � ���&(/*�& -0/6&�/012 )�8�=&((�;� � ��0*&�00 �*�K-&(*�!

��0*&�012 �/(���((+1 (� �+G0/8&(00 *&/*���1 /*�*0/*0�02 �6�&-&8.&<�1
7��<58�1 MF!�JO2 .�8.&*/. (�0E�8&& <�R(+<!

��'� ������

 %�����	 � ���������#

���
���
�# ����
����# �������

����&��5 ;06�*&) � -0/6&�/0.4 (&/��8��04 (��<�8�(+4 /����56(�/*&1 6� �+3
E����< �-0(�����;� �EW&<� <�=(� 6����-0*� <&*�-�<2 0)8�=&((+< � 6�&-+-5R&<
6���;��7&2 *! &! /���(0��. 6� ��0*&�0K P0?&�� (�0E�8�?5K 0 (�0<&(�?5K 0) k
��//<�*�0��&<+4 9<60�0G&/�04 -0/6&�/01! �/80 6�0 9*�< ���=&*/.2 G*� ��)80G0&
<&=-5 (0<0 (&)(�G0<�2 *� *&< E�8&& (&)(�G0<� 0 ��)80G0& <&=-5 �/*�8�(+<0 -0/3
6&�/0.<0!

� /85G�&2 &/80 �EW&<+ �+E����2 0)�8&G&((+4 0) 0//8&-5&<+4 (��<�8�(+4
/����56(�/*&12 ��)80G(+2 *� <�=(� 6�0<&(.*� /6&'0�8�(+1 ��0*&�01 )(�G0<�/*0
D ��0*&�01 	��*8&**�! ��0<&(&(0& ��0*&�0. 	��*8&**� �/(��+��&*/. (� �.-&
0/4�-(+4 6�&-6�8�=&(01 �*(�/0*&8�(� 0//8&-5&<+4 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*&1!
	5-&< ��//<�*�0��*� 9*0 0/4�-(+& 6�&-6�8�=&(0. ��� (&��*��5K �&��.*(�/*(5K
<�-&8�!

�����3� �5/*� 0<&&*/. k (��<�8�(+4 /����56(�/*&1 Xi �N MaiY 	iO! �) 9*04
/����56(�/*&1 0)�8&G&(+ (&)��0/0<+& �+E���0 �EW&<� ni ��=-�.! �&)58�*�*+
��=-�1 �+E���0 �E�)(�G0< xij2 ;-& i U  2 �2 � � � 2 k2 j U  2 �2 � � � 2 ni! ��
�&)58�*�*�< 9*04 �+E���� �+G0/8&(+ *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(+4
)���(�� ��/6�&-&8&(0. ,

�O /�&-(0& ��07<&*0G&/�0&

xi U
 
ni

niX
j��

xij� i U  � �� � � � � kY MF�A O

  J



EO (&/<&R&((+& �'&(�0 -0/6&�/01

s�i U
 

ni �  

niX
j��

Mxij � xiO
� Y MF�A�O

�O �)�&?&((5K 6� G0/8�< /*&6&(&1 /��E�-+ /�&-(KK ��07<&*0G&/�5K (&/<&3
R&((+4 9<60�0G&/�04 -0/6&�/01

s� U
 

n� k

kX
i��

Mxij � xiO
� � MF�AAO

��&E5&*/. (� �/(���(00 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , 	�

� U 	�
� U � � � U 	�

kg 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	� ��� %��
��������� ���	� ��0�� ��
��g!

����&��� (58&��1 ;06�*&)+ ��-(���-(�/*0� -0/6&�/01 �/(��+��&*/. (� �+G0/3
8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

�� U
�� A�A
C

�
Mn� kO lgMs�O�

kX
i��

Mni �  O lgMs�i O



� MF�AFO

;-&

C U  Z
 

AMk �  O

�
kX

i��

 
ni �  

�  
n� k

�
�

�+E���G(�. /*�*0/*0�� �� 6�0 5/8��00 /6���&-80��/*0 (58&��1 ;06�*&)+
0<&&* 6�0E80=&((�& ��3��/6�&-&8&(0& / 
 U k �  /*&6&(.<0 /��E�-+! 	�8&&
*�G(�2 ��/6�&-&8&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 MF!AFO �/0<6*�*0G&/�0 /4�-0*/. � ��3
��/6�&-&8&(0K2 6�0G&< /4�-0<�/*� 9*� .�8.&*/. �G&(� E+/*��12 *�� G*� ��0*&�01
	��*8&**� <�=(� 6�0<&(.*� -�=& 6�0 �G&(� <�8+4 �EW&<�4 �+E����!

#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ 6� 7��<58& MF!AFO �+G0/8.&*/. (�E8K-�&<�&
)(�G&(0& ��

���� �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 ��!
��*&< 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G03

<�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k �  (�4�-.* ��0*0G&/�5K *�G�5 ��
�� �2

5-��8&*���.KR5K 5/8��0K
Pr
�
�� 
 ��

�� �

�
U �� MF�A$O

�/80 ���=&*/.2 G*�
��
���� 
 ��

�� �� MF�ACaO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+!
�/80

��
���� � ��

�� �� MF�ACbO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(0. -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!
�/80 6���&�.&*/. ;06�*&)� � -0/6&�/0.4 -�54 /85G�1(+4 �&80G0(2 *� ��0*&�01

	��*8&**� 0<&&* <&(�?5K <�R(�/*�2 G&< ��0*&�01 P0?&��2 �/(���((+1 (� �+G0/3
8&(00 *&/*���1 /*�*0/*0�0 MF!�JO!

  %



��*� ������

 %�����	 � �
�
�����

������
����%� 	

��
 �
�����������

�G&(� G�/*� 6�0 �E��E�*�& /*�*0/*0G&/��1 0(7��<�'00 <�=(� �/*�&*0*�/.
/ 6�0)(���<02 (& 6�--�KR0<0/. ��80G&/*�&((�1 �'&(�&! ��6�0<&�2 (&��)<�=(�
-�*� ��80G&/*�&((5K �'&(�5 <�*&<�*0G&/�0< /6�/�E(�/*.< /*5-&(*�� 0 *! -! �
9*04 /85G�.4 6�0(.*� 6�-/G0*+��*� -�8K 080 6��'&(* 98&<&(*�� ;&(&��8�(�1
/����56(�/*02 �E8�-�KR04 *&< 080 0(+< ��G&/*�&((+< 6�0)(���<! ��6�0<&�2
<�=(� 6�-/G0*�*� ,

�O -�8K 080 6��'&(* /*5-&(*�� -�((�;� 5(0�&�/0*&*�2 )�(0<�KR04/. �
E0E80�*&�& E�8&& C G�/�� � (&-&8KY

EO -�8K 080 6��'&(* 9*04 =& /*5-&(*��2 )(�KR04 -�� 0(�/*��((+4 .)+��Y
�O -�8K 080 6��'&(* E������((�1 6��-5�'00 � (&��*���1 6��*00Y
;O -�8K 080 6��'&(* <5=G0( ��/*�< �*  CJ �� -�  "� �� 0 *! -!
#�8K 98&<&(*�� ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 �E8�-�KR04 *&< 080 0(+< ��G&/*3

�&((+< 6�0)(���<2 E5-&< �E�)(�G�*� p M� � p �  O! �+E���G(�1 �'&(��1 -�80
.�8.&*/. G�/*�/*� M�*(�/0*&8�(�. G�/*�*�O m�n!

����&��� ;06�*&) � -�8& �/(��+��&*/. (� <�-&80 E0(�<0�8�(�;� ��/6�&-&8&(0.2
6�/��8��5 -�8. 6�&-/*��8.&* 6���<&*� p � 9*�< ��/6�&-&8&(00! �5R&/*�5&* <(�;�
<&*�-�� 6���&��0 ;06�*&) � -�8&!

�0=& <+ ��//<�*�0< *�8��� �-0( *06 ��0*&�0&�2 ��*��+1 <�=(� 6�0<&(.*�
6�0 -�/*�*�G(� E�8�?�< �EW&<& �+E���0 Mn 
  ��O! H*0 ��0*&�00 �/(���(+ (�
*�<2 G*� �+E���G(�. �'&(�� -�80 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 p 0<&&* �/0<6*�*0G&/�0
(��<�8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. / 6���<&*��<0

M\m�n] U p� 	\m�n] U
q
pM � pO�n� MF�A"O

�0=& 6�0��-.*/. -�& <�-&802 6&���. 0) ��*��+4 �*��=�&* �&��.*(�/*(+& 6�&-3
6�/+8�02 (&�E4�-0<+& -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ ���&(/*�� -�80 ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 p (&��*���<5 ;06�*&*0G&/��<5 G0/85 p�2 *! &! ;06�*&)+ fH� , p U p�g!

��-&8� � �*��=�&* �&��.*(�/*(+& 6�&-6�/+8�02 (&�E4�-0<+& -8. 6���&��0
(58&��1 ;06�*&)+ ���&(/*�� -�8&1 -�54 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*&1!

�����3  � �5/*� G0/8� 98&<&(*�� x ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 �E8�-�KR04
(&��*��+< ��G&/*�&((+< 6�0)(���<2 ��/6�&-&8&(� 6� E0(�<0�8�(�<5 )���(5 /
6���<&*��< p2 *! &!

Px U Cx
np

x M � pOn�x� Mx U ��  � �� � � � � nO� MF�AJO

;-& p D -�8. 98&<&(*�� ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 �E8�-�KR04 (&��*��+< ��G&/*�&(3
(+< 6�0)(���<! �) 9*�1 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 0)�8&G&(� (&)��0/0<�. �+E����
�EW&<� n Mn 
  ��O 0 6� (&1 �+G0/8&(� *�G&G(�. �'&(�� 6���<&*�� p, ~p U m�n!

��&E5&*/. (� �/(���(00 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , p U p�g2 ;-& p� D (&��*���& ;06�*&*0G&/��& G0/8�2 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1
;06�*&)+ fHa , p �U p�g!

 ��



� �5�/& *&��00 �&��.*(�/*&1 -���)+��&*/.2 G*� G�/*�/*� m�n 0<&&* �/0<63
*�*0G&/�0 (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< M\m�n] U p 0
/�&-(0< ���-��*0G&/�0< �*�8�(&(0&< 	\m�n] U

q
pM � pO�n!

�8&-���*&8�(�2 &/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� (��<0����((�. �+E���G(�.
/*�*0/*0��

u U
m�n� p�q
p�M � p�O

p
n MF�A%O

0<&&* /*�(-��*0)���((�& (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0&, u � NM�Y  O! H*� �+E���G(�.
/*�*0/*0�� 6�0<&(.&*/. -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ fH� , p U p�g!

#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ 6� *�E80'�< ���(*08&1 /*�(-��*0)���((�;�
(��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � (�4�-.* ��0*0G&/��&
)(�G&(0& u���2 5-��8&*���.KR&& 5/8��0K

Pr
�
juj 
 u���

�
U �� MF�F�O

��*&< �+G0/8.&*/. (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. u����!
�/80 ���=&*/.2 G*�

ju����j 
 u���� MF�F aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�&�;�&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80 =&

ju����j � u���� MF�F bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��� �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , p � p�g2 *� 6�0<&3
(.&*/. u3��0*&�01 / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K! �/80 =& �8�*&�(�*0�(�.
;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , p � p�g2 *� 6�0<&(.&*/. u3��0*&�01 / 6����/*���((&1
��0*0G&/��1 �E8�/*�K! ��0*0G&/�0& )(�G&(0. �u� -8. ��0*&�0. / 8&��/*���((&1
��0*0G&/��1 �E8�/*�K (�4�-.*/. 0) 5/8��0. Pr Mu � �u�O U �2 -8. ��0*&�0. / 6��3
��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K D 0) 5/8��0. Pr Mu 
 u�O U �!

�����3 !� �5/*� -�(+ -�& ;&(&��8�(+& /����56(�/*02 0<&KR0& E0(�<0�8�(+1
)���( ��/6�&-&8&(0. / 6���<&*��<0 p� 0 p� M)-&/� p�� p� D (&0)�&/*(+& -�80 98&<&(*��
;&(&��8�(+4 /����56(�/*&12 �E8�-�KR0& )�-�((+< ��G&/*�&((+< 6�0)(���<O! �)
9*04 ;&(&��8�(+4 /����56(�/*&1 0)�8&G&(+ �+E���0 �EW&<� n� 0 n� Mn� 
  �� 0 n� 

 ��O2 6�/8& G&;� �+G0/8&(+ *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� p� 0 p�,

~p� U m��n�� ~p� U m��n��

��&E5&*/. (� �/(��& 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , p� U p�g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , p� �U p�g!

����&��� (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (� �+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/3
*0�0

u U
m��n� �m��n�p

p q

p
n� MF�F�O

;-&

n U
n� � n�

n� Z n�

� p U
m� Zm�

n� Z n�

� q U  � p� MF�FAO

 � 



�/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� 9*� �+E���G(�. /*�*0/*0�� 0<&&* �/0<6*�*03
G&/�0 (��<�8�(�& /*�(-��*0)���((�& ��/6�&-&8&(0& N M�Y  O!

����08� 6���&��0 ;06�*&)+ �/*�&*/. *&< =&2 G*� 0 � <�-&80  !
�/80

ju����j 
 u���� MF�FFaO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(�1!
�/80

ju����j � u���� MF�FFbO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!

1�����	��� �/80 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , p� � p�g2 *� 6�0<&3
(.&*/. ��0*&�01 / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K! �/80 =& �8�*&�(�*0�(�.
;06�*&)� 0<&&* �0- fHa , p� � p�g2 *� 6�0<&(.&*/. ��0*&�01 / 6����/*���((&1
��0*0G&/��1 �E8�/*�K!

���,� ������

 %�����	 � �
���
�����
�# �"��
���#

���
���
�# ����
����# ������� �������

�����

�����%� ������������%� 
�
��	


��0*&�01 -0/6&�/0�((�;� �(�80)� .�8.&*/. �-(0< 0) �/(��(+4 6�(.*01 E+/*��
��)�0��KR&1/. �&*�0 <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 D *&��00 68�(0����(0. 9�/6&�03
<&(*�! �&*�- -0/6&�/0�((�;� �(�80)� 6�)��8.&* 6���&�0*�2 ���)+��K* 80 �80.(0&
(� <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0. /85G�1(+4 �&80G0( �6�&-&8&((+& 7��*��+2 ��*��+&
<�=(� 6��0)��8�(� 0)<&(.*� � 4�-& 9�/6&�0<&(*�2 �+E��*� (�0E�8&& ��=(+& 7��*�3
�+ 0 �'&(0*� /*&6&(� 04 �80.(0.!

�/80 (� <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0. ���)+��&* �80.(0& *�8��� �-0( 7��*��2 *�
/��*�&*/*�5KR01 ��0*&�01 )(�G0<�/*0 (�)+��&*/. ��	�������	�� ���������		��
�	������2 &/80 =& (&/��8��� D �	� �������	�� ���������		�� �	������! �0=&
�;��(0G0</. ��//<�*�&(0&< *�8��� �-(�7��*��(�;� -0/6&�/0�((�;� �(�80)�!

�-&. �-(�7��*��(�;� -0/6&�/0�((�;� �(�80)� )��8KG�&*/. � ��)E0&(00 �ER&1
-0/6&�/00 /85G�1(�1 �&80G0(+ X (� -�� (&)��0/0<+4 /8�;�&<+4 D ������	�# ���!
�����#2 6���=-�&<5K ��)-&1/*�0&< 0//8&-5&<�;� 7��*���2 0 �������	�# ��������#2
�E5/8��8&((5K ��)80G(+<0 -�5;0<0 (&5G*&((+<0 0 /85G�1(+<0 7��*���<02 *!&!
s���� U s����� Z s��	�!

1�����	��� � 6��'&//& 6�0<&(&(0. �-(�7��*��(�;� -0/6&�/0�((�;� �(�80)�
�&)58�*�*+ 0)<&�&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ X ��)E0��K*/. � )��0/0<�/*0 �* /*&6&(0
-&1/*�0. M5���(.O 7��*��� A (� ;�566+! � 9*�1 *�G�0 )�&(0. 7��*��(5K -0/6&�/0K
(�)+��K* 0(�;-� <&=-5;�566���12 � �/*�*�G(5K D �(5*�0;�566���1 M�(5*�0 ;�566
7��*�� A (& -&1/*�5&*O! � �&)58�*�*& /���(&(0. 7��*��(�1 0 �/*�*�G(�1 -0/6&�/01
6� ��0*&�0K P0?&�� F U s������s

�
�	� 6�04�-.* � �+��-5 � )(�G0<�/*0 ��/4�=-&(0.

/�&-(04 )(�G&(01 � ;�566�4!
�7��<580�5&< �/(��(+& 6�&-6�8�=&(0. 0 �;��(0G&(0.2 8&=�R0& � �E�/(���(00

-0/6&�/0�((�;� �(�80)� � �0-& �&��.*(�/*(�1 <�-&80!

 ��



�����3� ��&-6�8�=0<2 G*� � 9�/6&�0<&(*& / '&8�K 0)5G&(0. �80.(0. 7��*���
A (� (&��*��+1 �&)58�*�*0�(+1 6�0)(�� E+80 ��)E0*+ � )��0/0<�/*0 �* ���0�'00
6�0)(��� A �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 (� k ;�566 6� ni 0)<&�&(01 � ��=-�1 ;�566&!
	5-&< ��//<�*�0��*� �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 xij Mi U  � �� � � � � k2 j U  � �� � � � � ni2 ;-&
i D (�<&� 5���(. 7��*��� A2 j D (�<&� �&)58�*�*� 0)<&�&(0. (� -�((�< 5���(&O ���
�+E���0 0) ;&(&��8�(+4 (��<�8�(+4 /����56(�/*&1 , Xi � NMaiY 	iO Mi U  � �� � � � � kO!
����<&*�+ Mai� 	iO 4�*. 0 (&0)�&/*(+2 (� 6�&-6�8�;�&*/.2 G*� 	� U 	� U � � � U 	k!

�+6�8(&(0& 6�/8&-(&;� ���&(/*�� <�=(� 6���&�0*� / 6�<�R�K ��0*&�0.
	��*8&**�! ��&-/*��0< �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 xij � �0-& /5<<+ -�54 /8�;�&<+4 ,

xij U ai Z �ij� MF�F$O

;-& ai D <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /85G�1(�1 �&80G0(+ XiY �ij D /85G�1(�. �?0E��
M�/*�*��O2 4����*&�0)5KR�. �80.(0& (� �&)58�*�*+ Xi (&5G*&((+4 0 /85G�1(+4
7��*����! �*(�/0*&8�(� �?0E�0 6�&-6�8�;�&*/.2 G*� �ij � NM�Y 	O!

��&-6�8�=0<2 G*� 6� �+E���G(+< -�((+< �+G0/8&(+ ,
�O ;�566��+& /�&-(0& ��07<&*0G&/�0&

xi U
 
ni

niX
j��

xij� i U  � �� � � � � kY MF�FCO

EO �ER�. /�&-(.. ��07<&*0G&/��.

hxi U
 
n

kX
i��

niX
j��

xij� n U
kX
i��

ni� MF�F"O

�� �/(��& 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 *�&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , a� U a� U � � � U akg 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	� ���
�������������� �0���	�� ���	� ��0�� ��
��g!

����&��� (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (� �+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/3
*0�0

F U

�
 

k �  

kX
i��

Mxi � hxiO� ni

 ��  

n� k

kX
i��

niX
j��

Mxij � xiO
� ni

�
�
��

� MF�FJO

�/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� 9*� �+E���G(�. /*�*0/*0�� 0<&&* FD
��/6�&-&8&(0& / 
� U k �  0 
� U n � k /*&6&(.<0 /��E�-+! #�8&& �+G0/8.&*/.
(�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0.! #8. 5-�E/*�� �/& �+G0/8&(0. ��/6�8�;�K*/. � *�E3
80'& -0/6&�/0�((�;� �(�80)�!

�+G0/8&((�& (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. F /���(0��&*/. / ��0*0G&/�0<
)(�G&(0&< F�� ��� �� 2 (�1-&((+< 6� *�E80'�< ���(*08&1 F 3��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5
5���(K )(�G0<�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
� 0 
�!

�/80
F���� 
 F�� ��� ��� MF�F%aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�(�*0�(&1 ;06�*&)+!
�/80

F���� � F�� ��� �� � MF�F%bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+!
�*�8�(&(0& (58&��1 ;06�*&)+ .�8.&*/. /*�*0/*0G&/�0< -���)�*&8�/*��< �803

.(0. 7��*��� A (� <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0. 0//8&-5&<+4 /85G�1(+4 �&80G0( X!

 �A



����� �������

&��
�� )� 
�&4(0G&/��. (��<� 6�&-5/<�*�0��&* � /�&-(&< F� � (� �+6�8(&(0& �6�&-&3

8&((�1 *&4(0G&/��1 �6&��'00 (� G�/���< ��(�&1&�&! �* ��E�*(0'2 )�(.*+4 (� 9*�1
�6&��'002 6�/*56080 =�8�E+2 G*� �(0 � -&1/*�0*&8�(�/*0 )�*��G0��K* (� 9*5 �6&3
��'0K E�8�?& ��&<&(0! #8. 6���&��0 =�8�E+ 6��0)�&-&(+ 4��(�<&*�0G&/�0& 0)<&3
�&(0. ��&<&(0 �+6�8(&(0. 9*�1 *&4(0G&/��1 �6&��'00 5  C ��E�*(0' 0 6�85G&(+
/8&-5KR0& �&)58�*�*+,

x U F� c M/�&-(&& ��&<. �+6�8(&(0. �6&��'00O�

s��	� U

�
 

n�  

��X
i��

Mxi � xO�

���

	 A� $ c�

��=(� 80 6� 0<&KR0</. 4��(�<&*�0G&/�0< -�((+< (� 5���(& )(�G0<�/*0
� U �� � �*�8�(0*� ;06�*&)52 G*� -&1/*�0*&8�(�& /�&-(&& ��&<. 0/6�8(&(0. 9*�1
*&4(0G&/��1 �6&��'00 /��*�&*/*�5&* (��<&Q

'�(����
�) 5/8��0. 6�0<&�� /8&-5&*2 G*� (�< (�-� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5

fH� , a U F� �g M��$	������� 	���� ����	����	� ���	�O 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1
;06�*&)+ fHa , a �U F� �g M��$	������� 	���� ����	����	� 	����	�O!

#8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1 ;06�*&)+ 6�0<&(0< tD��0*&�01 )(�G0<�/*0
M<�-&8� �O / 6����/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K!

�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& t3��0*&�0.

t���� U
x� a�
s��	�

p
n�  U

F�� F�
A� $

p
 $ U �� � �

��8�)5./� *�E80'&1 ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� M/<! 6�08�=&(0&O2 6�
5���(K )(�G0<�/*0 � U �� � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n �  U  $ (�4�-0<
)(�G&(0& ���(*08. t�
��� ��2 5-��8&*���.KR&& 5/8��0K PrMt 
 t�
��� ��O U �� � ! H*�
)(�G&(0& t��n�� U t�
��� �� U �� C��!

��� ��� t���� U �� � � �� C��2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1
;06�*&)+ M6&�&/<�*�� *&4(0G&/��1 (��<+ ��&<&(0 0/6�8(&(0. -�((�1 �6&��'00O!

���0< �E��)�<2 <+ -���)�802 G*� 6�0 � U �� � ��)(�/*� <&=-5 /�&-(0<
��&<&(&< M6� 4��(�<&*��=5O2 )�*��G0��&<+< (� -�((5K *&4(0G&/�5K �6&��'0K2
0 (��<�1 ��&<&(0 /5R&/*�&((� (&)(�G0<� M/85G�1(�O!

&��
�� )�!
�+-�0(5*� ;06�*&)�2 G*� 6�0<&(&(0& (���;� *06� �&)'� /����R�&* ��&<.

�E��E�*�0 (&��*���1 -&*�80! ����&-&(�  � 0)<&�&(01 ��&<&(02 )�*��G0��&<�;� (�
�E��E�*�5 9*�1 -&*�80 /*��+< 0 (��+< �&)'�<! ��85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ M�
<0(5*�4O ,

/*��+1 *06 �&)'� D $J2 $J2 $C2 AJ2 "�2 AJ2 F�2 "$2 CJ2 C"Y

(��+1 *06 �&)'� D $"2 $$2 CA2 �F2 C"2 FA2 AA2 CJ2 $C2 $F!

 �F



����&�0*� ;06�*&)5 ���&(/*�� /�&-(&;� ��&<&(02 )�*��G0��&<�;� (� 0);�*��8&3
(0& 9*�1 -&*�80 / 6�<�R�K -�54 *06�� �&)'��! 
���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� ���(+<
� U �� �$!

'�(����
��&-6�8�=0<2 G*� ��&<.2 (&�E4�-0<�& -8. �E��E�*�0 -&*�80 /*��+< 0 (��+<

*06�< �&)'�2 .�8.&*/. /85G�1(�1 �&80G0(�12 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5 )���(5
X �N Ma�Y 	�O 0 Y �N Ma�Y 	�O2 6�0G&< a� 0 a� (&0)�&/*(+2 � 	� 0 	� 4�*. 0
(&0)�&/*(+2 (� 6�&-6�8�;�&*/.2 G*� 	� U 	�!

��;8�/(� 5/8��0K2 (�< (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , a� U a�g
M����	�� ������ ������������� 	� �� ������	�� ������ ������ � 	���� ����� ���"��
���	�����O 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , a� � a�g M	���� ��� ���"�
�����;��� ����	�� ����� �
��
���� ��		�� ������O!

��� ��� �EW&<+ �+E���� n� U n� U  � <�8+ 0 5/8��0.2 )�8�=&((+& � <�-&80
�2 �+6�8(.K*/.2 *� -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ 6�0<&(0< 6����/*���((01 t3
��0*&�01! �+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& /*�*0/*0�0! #8. 9*�;� 6���&-&<
M/<! (0=& *�E80'5O �/6�<�;�*&8�(+& �+G0/8&(0. -�((+4 -8. /*���;� *06� �&)'�
M6&�&<&((+& fxigO 0 (���;� *06� �&)'� M6&�&<&((+& fyigO!

i xi Mxi � xO� yi Myi � yO�

 $J  $" �$
� $J  $$ %
A $C  CA  � 
F AJ AC �F "JF
$ "�  C% C" ��$
C AJ AC FA J 
" F� ��$ AA AC 
J "$ A�F CJ �$C
% CJ  � $C  C
 � C"  �� $F FP

i xi U $"� ns�� U
P

iMxi � xO�
P

i yi U $�� ns�� U
P

iMyi � yO�

x U $"� � U  CCF y U $�� � U  JJ�

�) -�((+42 6�0�&-&((+4 � *�E80'&2 �+*&��&* , s�� U  CC� F 0 s�� U  JJ� �!
�8&-���*&8�(�2

t���� U Mx� yO

�
n�s

�
� Z n�s

�
�

n� Z n� � �

�  
n�

Z
 
n�

	
����

U

U M$"� $�O
� CCF Z  JJ�
 � Z  �� �

�  
 �

Z
 
 �

	�����

U �� "%"�

�0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n� Z n� � � /�/*��8.&* 
 U  J! �� *�E80'�<
���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$
(�4�-0< ���(*08� t�
��� �� U  � "AF!

��� ��� t���� U �� "%" �  � "AF2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1
;06�*&)+ ���&(/*�� /�&-(&;� ��&<&(02 )�*��G0��&<�;� (� 0);�*��8&(0& -&*�80 -�5<.
*06�<0 �&)'��!

 �$



H*� �)(�G�&*2 G*� ��)(�/*� � /�&-(04 ��07<&*0G&/�04 Mx� yO � 6�8�)5 (���;�
*06� �&)'� .�8.&*/. /*�*0/*0G&/�0 (&)(�G0<�1 M/85G�1(�1O! #�5;0<0 /8���<02
6�&0<5R&/*�� (���;� *06� �&)'� �/*�8�/� (&-���)�((+<2 4�*. 9*� (& �)(�G�&*2 G*�
9*�;� 6�&0<5R&/*�� (&*! ��0 E�8�?&< �EW&<& �+E���� 9*� 6�&0<5R&/*��2 &/80 �(�
-&1/*�0*&8�(� 0<&&*/.2 <�=&* E+*� -���)�(�!

&��
�� )�"
��(*��8&� ��*�6���� �6�&-&8082 G*� ��/4�- *�680�� (� �-(�1 <�?0(& � /�&-(&<

/�/*��08m U  �� � � (�  �� ��! � '&8�K 5<&(�?&(0. ��/4�-� *�680�� E+8� 6���&-&(�
<�-&�(0)�'0. -�0;�*&8&1 n U �$ ��*�<�?0(! ��/8& <�-&�(0)�'00 ���)�8�/�2 G*�
��/4�- *�680�� 5 9*04 �$ ��*�<�?0( /�/*��08 X�

�� U %� A � (�  �� ��! �)�&/*(�2 G*�
��//<�*�&((�. �+E���� .�8.&*/. (��<�8�(�1 / X U m 0 	� U F ��!

��&E5&*/. 6���&�0*� ;06�*&)5 , �����	���"�� 	� �������� 	� ���$�� ��������

'�(����
 O ��//<�*�0< -�& ;06�*&)+ ,
�O fH� , m U  �� �g M�����	���"�� 	� �������� 	� ���$��OY
EO fH� , m �  �� �g M�����	���"�� ������� � ���	�2�	�# ���$���O!

�O ��0<&< 5���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$!

AO �/6�8�)5&< � ��G&/*�& /*�*0/*0�0 ��0*&�0. �'&(�5 <�*&<�*0G&/��;�
�=0-�(0. X�

��!

FO ��/��8��5 �+E���� 0) (��<�8�(�1 /����56(�/*02 *� �+E���G(�& )(�G&(0&
*��=& (��<�8�(�& / -0/6&�/0&12 5-��8&*���.KR&1 /��*(�?&(0K 	���n U F��$2 *! &!
	� U �� F M�O!

�/80 /6���&-80�� ;06�*&)� H�2 *� m U  �� �! �&�&1-&< � /*�(-��*0)���((�1
6&�&<&((�1 U U MX�

�� �mO ��� F2 .�8.KR&1/. (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(�1
N M��  O!

$O 
8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� fH� , m �  �� �g! ��9*�<5 /8&-5&* 0/6�8�)���*�
�-(�/*���((01 ��0*&�01! � -�((�< /85G�& 9*�* ��0*&�01 .�8.&*/. 8&��/*���((0<!

��0*0G&/��. �E8�/*� �6�&-&8.&*/. 0) (&���&(/*�� U � u�2 *!&!

 p
�


Z u�

��
exp

�
�t���

�
dt U � U �� �$�

�� *�E80'�< 75(�'00 ��68�/� 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ (�4�-0<
���(*08� ��/6�&-&8&(0. u�
��! H*� )(�G&(0& M/<! 6�08�=&(0&O ���(� u�
�� U � � CF!

CO �+E���G(�& )(�G&(0& /*�(-��*0)���((�1 /*�*0/*0�0 ��0*&�0. /�/*��8.&*

u���� U
X�

�� �  �� �
�� F

U
%� A�  �� �

�� F
U � � "$�

"O ��0<&< /*�*0/*0G&/��& �&?&(0&!
��/��8��5 u���� � u�
��2 *!&! �+E���G(�& )(�G&(0& /*�*0/*0�0 6�0(�-8&=0*

��0*0G&/��1 �E8�/*02 *� ;06�*&)� H� �*�8�(.&*/.!
�*�&*, ��0(0<�&*/. �&?&(0& fH�, �����	���"�� ��� ������ ������� �

���	�2�	�# ���$��� �������g!

 �C



��0<&G�(0&! #8. 6�0(.*�;� 5���(. )(�G0<�/*0 � ;��(0'� ��0*0G&/��1 �E8�/*0
/�/*��8.&* X�
 U  �� �� �� F �  � CF$ U %� AF�!

&��
�� )�)
�+E���� � $� 98&�*��8�<6 )���-� 
 6���)�8� /�&-(KK 6��-�8=0*&8�(�/*�

��E�*+ x U  �J� ��� /� /�&-(0< ���-��*0G&/�0< �*�8�(&(0&< s� U J� ���2 � *���.
=& 6� �EW&<5 �+E���� *�;� =& *06� 8�<6 / )���-� 	 6���)�8� y U  ��J ��� /� /�&-(0<
���-��*0G&/�0< �*�8�(&(0&< s� U %F ���!

����&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� 9*0 )���-+ �+65/��K* 8�<6+ �-0(�����;�
��G&/*�� M/�&-(01 /��� /85=E+ 8�<6 �E�04 )���-�� �-0(����O! 
���&(� )(�G0<�/*0
6�0(.*� ���(+< � U �� �$!

'�(����
��� ��� �EW&<+ �+E���� -�/*�*�G(� �&80�02 *� 6�0<&(0< <�-&8�  ! ��0

9*�< -�6�8(0*&8�(� 6�&-6�8�=0<2 G*� 6��-�8=0*&8�(�/*0 ��E�*+ 98&�*��8�<62
�+65/��&<+4 )���-�<0 
 0 	2 .�8.K*/. /85G�1(+<0 �&80G0(�<02 ��/6�&-&8&((+<0
6� (��<�8�(�<5 )���(5 X �N Ma�Y s�O 0 Y �N Ma�Y s�O2 6�0G&< s� U J�2 s� U %F2
a �&80G0(+ a� 0 a� (&0)�&/*(+! ��;8�/(� 5/8��0K2 (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K
;06�*&)5 fH� , a� U a�g M����	�� ���� ���0
� ����� ����������$ �������� 
 � 	2
���	����O 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , a� � a�g M������ �����������
������� 
2 ���#� 
���2�� ���� ���0
�O!

#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ H� 6�0<&(0< 6����/*���((01 uD��0*&�01!
�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& /*�*0/*0�0

u���� U
x� yq

	�
��n� Z 	�

��n�

U
 �J��  ��Jq
J���$� Z %F��$�

U F� �F�

�� *�E80'& 75(�'00 ��68�/� (�1-&< ��0*0G&/�5K *�G�5 M���(*08�O u�
��2
5-��8&*���.KR5K 5/8��0K PrMu 
 u�
��O! H*� )(�G&(0& ���(�  2CF!

��� ��� u���� U F� �F �  � CF2 *� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5
�8�*&�(�*0�(�1! #�5;0<0 /8���<02 /G0*�&*/. �/*�*0/*0G&/�0 -���)�((+<�2 G*� /���
/85=E+ 8�<62 �+65/��&<+4 )���-�< 
2 E�8�?& /���� /85=E+ 8�<62 �+65/��&<+4
)���-�< 	!

&��
�� )�*
��G(�/*� ��E�*+ /*�(��3��*�<�*� 6���&�.&*/. 6� -0/6&�/00 ��(*��80�5&<�;�

��)<&�� -&*�8&12 ��*���. (& -�8=(� 6�&�+?�*� 	�
� U �� �F! �).*� 6��E� 0)   

/85G�1(� �*�E��((+4 -&*�8&1 0 6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ M� <0880<&*��4O ,
 ��2C %%2C  ��2�  ��2  ��2A  ��2� %%2%  ��2�  ��2F  ��2C  ��2$

�� �/(���(00 0<&KR04/. -�((+4 6���&�0*�2 �E&/6&G0��&* 80 /*�(�� )�-�((5K
*�G(�/*�! 
���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� ���(+< �2�$!

'�(����
�) 5/8��0. 6�0<&�� /8&-5&*2 G*� (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5

fH� , 	 U �� �Fg M���	�� �
���������� ����		�# ���	����O 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1
;06�*&)+ fHa , 	 � �� �Fg M���	�� 	� �
���������� ����		�# ���	����O!


8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)� /7��<580����(� � �0-& fHa , 	 � �� �Fg2 6�9*�<5
/85G�12 ��;-� 	 � �� �F2 (& .�8.&*/. /5R&/*�&((+<! �/80 � -&1/*�0*&8�(�/*0 0

 �"



���=&*/.2 G*� 	 � �� �F2 *� 9*� �)(�G�&*2 G*� /*�(�� 4���?� (�8�=&( 0 �+65/��&*
-&*�80 E�8&& �+/���;� ��G&/*��2 G&< 6�&-6�8�;�8�/�!

��1-&< *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� ,

~a U x U  ��� �Y

~	� U s� U
 
n

��X
i��

Mxi � xO� U
 � ��
  

U �� �% �

#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ 6�0<&(0< ��0*&�01 �� / 6����/*���((&1
��0*0G&/��1 �E8�/*�K!

�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& *&/*���1 /*�*0/*0�0

��
���� U

 
	�
�

��X
i��

Mxi � xO� U
 

�� �F
U �$�

�� *�E80'�< ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. M/<! 6�08�=&(0&O 6� )�-�((�<5
5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U  � (�4�-0< ��0*0G&/�5K
*�G�5 ��

��n�� U ��
�
��� ��2 5-��8&*���.KR5K 5/8��0K Pr

�
�� 
 ��

�
��� ��

�
! H*� )(�G&(0&

���(�  J2A�"!
��� ��� ��

���� U �$ �  J� A�"2 (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5
�8�*&�(�*0�(�1! H*� )(�G0*2 G*� /*�(�� (& �E&/6&G0��&* )�-�((5K *�G(�/*� 0
*�&E5&* 6�-(�8�-�0!

&��
�� )�+
�� /*�(�&3��*�<�*& 0);�*��80��&*/. -&*�8� / (�<0(�8�(+< ��(*��80�5&<+<

��)<&��< a U  � ��! �)�&/*(�2 G*� ��/6�&-&8&(0& ��(*��80�5&<�;� ��)<&��
.�8.&*/. (��<�8�(+< X�N MaY �� $O! �*-&8 *&4(0G&/��;� ��(*��8. � *&G&(0& /<&(+
6��0)�&8 0)<&�&(0& AC /85G�1(� �*�E��((+4 -&*�8&1 0 6�-/G0*�8 /�&-(01 ��)<&�
��(*��80�5&<�;� 6���<&*�� x U   � " ��!

��=(� 80 5*�&�=-�*�2 G*� /*�(��3��*�<�* 0);�*��80��&* -&*�80 5<&(�?&((�;�
��)<&�� 0 6�9*�<5 *�&E5&*/. 6��0)�&/*0 6�-(�8�-�5 /*�(��Q

'�(����
�) 5/8��0. 6�0<&�� /8&-5&*2 G*� (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5

fH� , a U  � �� g M������� �� ���������� ������ 	���	���	� � �������O 6��*0�
�8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , a �  � �� g M������� �� ���������� �������
������ ������$ ��	�2� 	���	���	� �O!

��� ��� �*-&8 *&4(0G&/��;� ��(*��8. 6�-�)�&��&*2 G*� ��*�<�* ��)�&;580����83
/. 0 6��0)��-0* -&*�80 5<&(�?&((�;� ��)<&��2 *� -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+
6�0<&(0< ��0*&�012 /��*�&*/*�5KR01 <�-&80  / 8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/3
*�K!

�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0.

u���� U
x� a

	

p
n U

  � "�  �� �
�� $

p
AC U �A� C�

�� *�E80'�< 75(�'00 ��68�/� 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ (�4�-0<
���(*08� ��/6�&-&8&(0. �u�
��2 5-��8&*���.KR01 5/8��0K PrMu � �u�
��O! H*�
)(�G&(0& M/<! 6�08�=&(0&O ���(� D 2CF!

 �J



��� ��� (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. u (�4�-0*/. � ��0*0G&/��1 �E8�/*0
u���� U �A� C � � � CF2 *� ;06�*&)5 fH� , a U  � �� g /8&-5&* �*�8�(0*� � 6�8�)5
�8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+! H*� �)(�G�&*2 G*� / �&��.*(�/*�K �?0E�02 <&(�?&1 G&<
�2�$2 <�=(� 5*�&�=-�*�2 G*� ��(*��80�5&<+1 ��)<&� -&*�8&12 0);�*��80��&<+4 (�
/*�(�&3��*�<�*&2 .�8.&*/. )�(0=&((+< 6� /���(&(0K / (�<0(�8�(+< ��)<&��< 0
6�9*�<5 (&�E4�-0<� 6��0)�&/*0 6�-(�8�-�5 /*�(��!

&��
�� )�,
�8&-5&* 6���&�0*�2 G*� *�0 <���0 /*��0*&8�(�;� E&*�(� 0<&K* �-0(�����& ��/3

/&0��(0& 6��G(�/*0 (� /=�*0&! #8. 6���&��0 9*�1 ;06�*&)+ 6��0)�&-&(� 0)<&�&(0&
6��G(�/*0 (� /=�*0& 0 6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ M� /���O!

	&*�( <���0 �  	&*�( <���0 � � 	&*�( <���0 � A
 %$ � $ �� 
��� �� ��F
��F ��� �� 
��$  %J � �
�� @  %%


���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� � U �� �$!

'�(����
��&-6�8�=0<2 G*� �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 6��G(�/*0 (� /=�*0& *�&4 <����

E&*�(� 6�-G0(.K*/. (��<�8�(+< 080 6�0E80=&((� (��<�8�(+< ��/6�&-&8&(0.<!
��;8�/(� 5/8��0K2 (�< (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , 	� U 	� U 	�g
6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	� ��� %�� ��������� ���	� ��0�� ��
�� g!

�EW&-0(0< �/6�<�;�*&8�(+& �+G0/8&(0.2 (&�E4�-0<+& -8. ��/G&*� �+E���G3
(�1 /*�*0/*0�0 �� 6� 7��<58& MF!AFO2 � *�E80'5!

� x�i x�i x�i Mx�i � x�O� Mx�i � x�O� Mx�i � x�O�

  %$ � $ �� AC  � AC
� ��� �� ��F  % %
A ��F ��� �� % F  %C
F ��$  %J � �  C AC %
$ �� @  %% � @ CF

�5<<+  ��$ J C  �A$ C�  "� A F

�*/K-�,
x� U �� Y x� U ��FY x� U ��"Y

s�� U  $� $Y s�� U $C� "Y s�� U "J� "�

�+G0/80< �)�&?&((5K /�&-(KK ��07<&*0G&/�5K 9<60�0G&/�04 -0/6&�/01 ,

s� U
 

 F� A
� $FC U F%� CFY

lg s� U  � C%CY Mn� kO lg s� U M F� AO �  � C%C U  J� C$C�

#�8&& �+G0/80<

 �%



i s�i lg s�i ni �  Mni �  O lg s�i
  $2$  2 %� F F2"C�
� $C2"  2"$F A $2�C�
A "J2"  2J%$ F "2$J�

�*/K-� (�1-&< /5<<5

�X
i��

Mni �  O lg s�i U  "� C���

��/*�.((�. C ���(�

C U  Z
 

A � �
�� 

F
Z

 
A
Z

 
F

	
�  

  

�
U  �  �F�

��//G0*�&< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 ��,

��
���� U

�� A�A
 �  �F

� M J� C$C�  "� C��O U �� �F% �  � �$A U ��  $J�

��1-&< 6� *�E80'& ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$
0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k �  U � )(�G&(0& ��0*0G&/��1 *�G�0 ��

�
��� � U $� %%!
��� ��� ��

���� U ��  $J � $� %%2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1
;06�*&)+! H*� )(�G0*2 G*� 0<&KR�./. 0(7��<�'0. � ��//&0��(00 6��G(�/*0 (�
/=�*0& *�&4 <���� E&*�(� (& -�&* �/(���(01 /G0*�*�2 G*� 04 5���&(� ��//&0��(0.
.�8.&*/. ��)80G(+<!

&��
�� )�-
#�5<. <&*�-�<0 6��0)�&-&(+ 0)<&�&(0. �-(�1 0 *�1 =& 70)0G&/��1 �&80G0(+!

�&��+< <&*�-�< 9*� �&80G0(� 0)<&�.8�/�  � ��)! ��85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

x� U  �� �J� s�� U
 

n� �  

��X
i��

Mxi� � x�O
� U �� ���JF�

�*��+< <&*�-�< 9*� =& �&80G0(� 0)<&�.8�/� J ��)2 G*� -�8�

x� U  �� A�� s�� U
 

n� �  

�X
i��

Mxi� � x�O
� U �� ���F �

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� �E� <&*�-� �E&/6&G0��K* �-0(����5K *�G(�/*� Q

���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� � U �� �$! ��&-6�8�;�&*/.2 G*� �&)58�*�*+ 0)<&�&(01
��/6�&-&8&(+ (��<�8�(� 0 �+E���0 (&)��0/0<+!

'�(����
�) 5/8��0. 6�0<&�� /8&-5&*2 G*� (�< (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5

fH� , 	�
� U 	�

�g M�
� ������ �
��������#� ���	�����# ���	����O 6��*0�
�8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , 	�

� � 	�
�g M������ ����� ������	�� �
����������


���� ������# ���	����O!

 A�



�+G0/80< (�E8K-�&<+& )(�G&(0. F 3��0*&�0.,

F���� U
�� ���JF
�� ���F 

U �� �$�

�� *�E80'& ���(*08&1 F 3��/6�&-&8&(0. M/<! 6�08�=&(0&O 6� 5���(K )(�G0<�/3
*0 � U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
� U  � �  U % 0 
� U J �  U " (�4�-0<
��0*0G&/�5K *�G�5 F�
��� �� � U A� CJ!

��� ��� F���� U �� �$ � A� CJ2 *� (&* �/(���(0. -8. �*�8�(&(0. (58&��1
;06�*&)+! #�5;0<0 /8���<02 0<&KR�./. 0(7��<�'0. � *�G(�/*0 9*04 <&*�-�� (&
-�&* �/(���(0. /G0*�*�2 G*� �*���1 <&*�- 0)<&�&(0. 85G?& 6&���;�!

&��
�� )�.
:�566� /�'0�8�;�� 0//8&-���8� �80.(0& /*�=� ��E�*+ 6� 6��7&//00 (� 6��3

0)��-0*&8�(�/*� *�5-� ��E�G04 <&4�(0G&/��;� '&4� (&��*���;� )���-�! ��85G&(+
/8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

�*�= ��E�*+
�&)58�*�*0�(+1 �*  � 8&* �*  $ 8&*

6�0)(�� -�  � 8&* -�  $ 8&* -� �$ 8&*
��80G&/*�� -&*�8&12  A$  "C  $$
�+��E�*+��&<+4 )�  $C  %C  C�

/<&(5 �-(0< ��E�G0<2  C$ ��F  F%
?*5� @  J�  " 

@ @  F�

��&-6�8�;�.2 G*� 6��0)��-0*&8�(�/*� *�5-� ��E�G042 0<&KR04 ��)80G(+1
/*�= ��E�*+2 6�-G0(.&*/. (��<�8�(�<5 )���(5, Xi �N MaiY 	iO Mi U  � �� AO2 6�0G&<
	�
� U 	�

� U 	�
�2 *�&E5&*/. 6���&�0*� <&*�-�< -0/6&�/0�((�;� �(�80)� (58&�5K

;06�*&)5 fH� , a� U a� U a�g M����	�� �������������	���� ����� 	� ������� ��
���0� ��
���O! 
���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$!

'�(����
��;8�/(� 5/8��0K 6�0<&��2 (58&��. 0 �8�*&�(�*0�(�. ;06�*&)+ 0<&K* �0-

fH� , a� U a� U a�g D �������������	���� ����� 	� ������� �� ���0� ��
���2
fHa , a� �U a� �U a�g D �������������	���� ����� ������� �� ���0� ��
���!

�+G0/80< �/6�<�;�*&8�(+& �&80G0(+2 (&�E4�-0<+& -8. /�/*��8&(0. *�E80'+
-0/6&�/0�((�;� �(�80)� ,

�O ;�566��+& /�&-(0& ��07<&*0G&/�0&

n U n� Z n� Z n� U A Z F Z $ U  �Y

x� U
F$C
A

U  $�Y x� U
"$C
F

U  J%Y x� U
""$
$

U  $$Y

EO �ER5K /�&-(KK ��07<&*0G&/�5K

� x � U
 
n

�X
i��

niX
j��

xij U
 %J"
 �

U  C$� $J�

 A 



�� �/(��& 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 *�&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5
fH� , a� U a� U a� M����	�� �������������	���� ����� 	� ������� �� ���0�
��
���Og 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fH�, ����	�� �������������	���� �����
������� �� ���0� ��
���g!

��;8�/(� MF!FJO 6���&��� (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (� �+G0/8&(00
�+E���G(�1 /*�*0/*0�0 Mk U AO

F���� U
s�����

s��	�
U

�
 

k �  

kX
i��

Mxi � hxiO� ni

 ��  

n� k

kX
i��

niX
j��

Mxij � xiO
� ni

�
�
��

�

�/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� 9*� /*�*0/*0�� 0<&&* FD��/6�&-&8&(0& /

� U k �  U � 0 
� U n� k U % /*&6&(.<0 /��E�-+!

��/*��0< *�E80'5 -0/6&�/0�((�;� �(�80)� ,

�/*�G(0� �5<<+ �0/8� #0/6&�/0.
0)<&(G0��/*0 ���-��*�� /*&6&(&1 /��E�-+
�*�= ��E�*+

M<&=-5 ;�566�<0O AA�C2%� �  C$A2$
�/*�*�G(�.

M�(5*�0 ;�566O C��J % C%�2�
��8(�.

0)<&(G0��/*� %$AF2%�   

�<&&< s����� U  C$A� $C 0 s��	� U C%�2 �*�5-� (�E8K-&((�& )(�G&(0& F 3��0*&�0.
/�/*��8.&*

F���� U �� AJ%�

�� *�E80'& ���(*08&1 F 3��/6�&-&8&(0. M/<! 6�08�=&(0&O 6� 5���(K )(�G0<�/3
*0 � U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
� U � 0 
� U % (�4�-0< ��0*0G&/�5K *�G�5
F�
��� �� � U F� �C! ��� ��� F���� U �� AJ% � F� �C U F�
��� �� �2 *� 6�0(0<�&< �&?&(0&2
G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+2 *!&! /G0*�&*/. /*�*0/*0G&/�0
-���)�((+<2 G*� /�&-(.. 6��0)��-0*&8�(�/*� *�5-� (& )��0/0* �* /*�=� ��E�*+!

&��
�� )� /

(�&*(+< �E/8&-���(0&< 5/*�(��8&(�2 G*� A�_ /*5-&(*�� 5(0�&�/0*&*� .�8.3

K*/. /85?�*&8.<0 *&8&�0)0�((+4 8&�'01 6� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�&! ��7&-��
6�0�8�-(�1 <�*&<�*0�0 (�6&G�*�8� ��(/6&�*+ *&8&�0)0�((+4 8&�'01 0 ��)�/8�8�
04 /*5-&(*�<! ��/8& 9*�;� �(��� E+8� 6��0)�&-&(� �(�&*0����(0& 0 5/*�(��8&(�2
G*� J� /*5-&(*�� 0) ��� �6��?&((+4 ���)�80/� /85?�*&8.<0 *&8&�0)0�((+4 8&�'012
m�n U J����� U �� F!

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� 0)-�(0& *&8&�0)0�((�;� ��(/6&�*� 8&�'00 /6�/�E/*��3
��8� 5�&80G&(0K ��(*0(;&(*� /*5-&(*��2 /85?�KR04 *&8&�0)0�((+& 8&�'00 6� <�3
*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�& M5���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$O Q

'�(����
��;8�/(� 5/8��0K2 (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , p U �� A�g

6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , p � �� A�g! #8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1

 A�



;06�*&)+ 6�0<&(0< u3��0*&�01 / 6����/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*�K! �+G0/80<
(�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0.

u���� U
m�n� p�p

p� q�

p
n U

�� F�� �� A�p
�� A� � �� CJ

p
��� U �� FA�

�� *�E80'�< 75(�'00 ��68�/� M/<! 6�08�=&(0&O 6� )�-�((�<5 5���(K )(�3
G0<�/*0 � U �� �$ (�1-&< ��0*0G&/��& )(�G&(0& u�2 5-��8&*���.KR&& 5/8��0K
PrMu 
 u�O! H*� )(�G&(0& ���(�  2CF!

��� ��� u���� U �� FA �  � CF2 *� (58&��. ;06�*&)� �*�&�;�&*/. � 6�8�)5
�8�*&�(�*0�(�12 *! &! /G0*�&*/.2 G*� 6��'&(* /*5-&(*��2 /85?�KR04 *&8&�0)0�((+&
8&�'00 6� <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�&2 )(�G0*&8�(� 5�&80G08/.!

&��
�� )�  
�� 9�)�<&(& 6� -�((�<5 6�&-<&*5 9�)�<&(�*�� )�-�&* /*5-&(*5 *�8��� �-0(

��6��/ 6� �-(�1 0) G&*+�L4 G�/*&1 �5�/�! �)  �� /*5-&(*�� �C 6�85G080 ��6��/ 0)
6&���1 G�/*02 A� D 0) �*���12  " D 0) *�&*�&1 0 �/*�8�(+& 6� G&*�&�*�1!

��=(� 80 6� 9*0< �&)58�*�*�< 6�0(.*� ;06�*&)52 G*� -8. 6�0?&-?&;� (�
9�)�<&( /*5-&(*� 0<&&*/. �-0(�����. �&��.*(�/*� 6�85G0*� ��6��/ 6� 8KE�1 0)
G&*+�&4 G�/*&1Q ��0(.*� � U �2�$!

'�(����
� -�((�< /85G�&, m� U �C2 m� U A�2 m� U  "2 m� U �$2 �*�5-� /8&-5&*2 G*�

pi U �2�$2 n U  ��2 npi U �$ Mi U  2 �2 A2 FO!
��4�-0<

��
� U

M�C� �$O�

�$
Z

MA�� �$O�

�$
Z

M "� �$O�

�$
Z

M�$� �$O�

�$
U F� $C�

��/��8��5 (0 �-0( 0) 6���<&*��� 6�&-6�8�;�&<�;� ��/6�&-&8&(0. (�<0 (&
(�4�-08/. 6� �+E���&2 *� -8. 6���<&*�� s 0<&&< s U �! ��9*�<5 G0/8� /*&6&(&1
/��E�-+ ���(� k� s�  U F� ��  U A! �� *�E80'�< (�4�-0< ;��(0'5 ��0*0G&/��1
�E8�/*0! #8. � U �2�$ �(� ���(� "2J $!

��� ��� F� $C � "� J $2 *� ;06�*&)� 6�-*�&�-08�/�!

&��
�� )� !
#�� )���-� 0);�*��80��K* �-(�*06(+& -&*�80! #8. �'&(�0 04 ��G&/*�� �).*+

�+E���0 0) 6��-5�'00 9*04 )���-�� 0 6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,
)���- �  
D �EW&< �+E���0 n� U ���2 G0/8� E������((+4 -&*�8&1 m� U ��Y
)���- � �
D �EW&< �+E���0 n� U A��2 G0/8� E������((+4 -&*�8&1 m� U  $!
�6�&-&80*�2 0<&&*/. 80 /5R&/*�&((�& ��)80G0& � ��G&/*�& -&*�8&12 0);�*��803

��&<+4 9*0<0 )���-�<0! 
���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$!

'�(����
��;8�/(� 5/8��0K2 *�&E5&*/. 6���&�0*� (58&��K ;06�*&)5 fH� , p� U p�g

M���� 
������		�$ �������� �� �����������$ �������� �  � �2 ���	�O 6��*0�
�8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+ fHa , p� �U p�g!

 AA



�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& u3��0*&�0.! ��� ���

m��n� U
��
���

U ��  �Y m��n� U
 $
A��

U �� �$Y n U
n� � n�

n� Z n�
U  ��Y

p U
m� Zm�

n� Z n�

U �� �"Y q U  � p U �� %A�

*�

u���� U
m��n� �m��n�p

p q

p
n U

��  �� �� �$p
p q

p
 �� U ��  $�

�� *�E80'�< 75(�'00 ��68�/� M/<! 6�08�=&(0&O 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G03
<�/*0 � U �� �$ (�1-&< ��0*0G&/��& )(�G&(0& u�
��� U  � %C!

��/��8��5 u���� �  � %C2 *� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/. � 6�8�)5 �8�*&�3
(�*0�(�12 *! &! /G0*�&*/.2 G*� ��G&/*�� -&*�8&12 0);�*��80��&<+4 9*0<0 )���-�<02
��)80G(�!

&��
�� )� " 0&������
 ;������1 � ���
����
���� ��%�
��1< �������2
�/8&-/*�0& 5(0�&�/�8�(�/*0 ��3��0*&�0. 0 &;� 6�0<&(0<�/*0 � <(�;�<&�(+<

��/6�&-&8&(0.< �( <�=&* /85=0*� 0 -8. 6���&��0 ;06�*&)+ � (&)��0/0<�/*0
/85G�1(+4 �&80G0(! ��&-6�8�=0<2 G*� �E8�/*� )(�G&(01 �&80G0(+ X ��)E0*� (�
r� 0(*&���8��2 � �E8�/*� )(�G&(01 �&80G0(+ Y D (� r� 0(*&���8��! �5/*� ~Pij 0 pij
D /85G�1(�. G�/*�*� 0 �&��.*(�/*� 6�6�-�(0. �&�*��� \X�� Y �]� � 6&�&/&G&(0& i3;�
0(*&���8� )(�G&(01 X 0 j3;� 0(*&���8� )(�G&(01 Y Mi U  � �� � � � � r�Y j U  � �� � � � � r�O!
�/80 X 0 Y (&)��0/0<+2 *� pij U pi� � p�j2 ;-& pi� 0 p�j D �&��.*(�/*0 6�6�-�(0. X
� i31 0(*&���8 0 Y � j31 Mi U  � �� � � � � r�Y j U  � �� � � � � r�O! �&��.*(�/*0 pi� 0 p�j
<�=(� ��//<�*�0��*� ��� r� Z r�� � (&0)�&/*(+4 6���<&*�� ��/6�&-&8&(0. �&�*���
\X�� Y �]�2 6�0 9*�< (5=(� 0<&*� � �0-5 /��*(�?&(0.

P
i pi� U  0

P
j p�j U  !

H77&�*0�(+<0 �/0<6*�*0G&/�0 (��<�8�(+<0 �'&(��<0 �&��.*(�/*&1 pi� 0 p�j
<�;5* /85=0*� /��*�&*/*�5KR0& G�/*�*+

~Pi� U
r�X
j��

~Pij� ~P�j U
r�X
i��

~Pij�

��9*�<5 �&80G0(�

Z U n
r�X
i��

r�X
j��

�
~Pij � ~Pi�

~P�j

��
~Pi�

~P�j

0<&&* �/0<6*�*0G&/��& ��3��/6�&-&8&(0& / k U r�r��Mr�Zr���O� U Mr�� OMr�� O
/*&6&(.<0 /��E�-+!

H*� -�&* ��)<�=(�/*� 6���&�.*� ;06�*&)5 � (&)��0/0<�/*0 -�54 �&80G0( M���
/��8.�(+42 *�� 0 �&�*��(+4O!

&��
�� )� ) 0&������
 ;������ � ����
����� �
�����������2
��&-6�8�=0<2 G*� � �&)58�*�*& N (&)��0/0<+4 6�/8&-���*&8�(�/*&1 �6+*��2

/�-&�=�R04 n�� n�� � � � � nN (�E8K-&(012 n� Z n� Z � � � Z nN U n2 6�85G&(+ G�/*�*+
6�6�-�(01 (�E8K-�&<�1 �&80G0(+ X � 0(*&���8+ }� 2 
 U  � �2 � � � 2 r2 (� ��*��+&

 AF



��)E0*� �E8�/*� &L ��)<�=(+4 )(�G&(01! ��&E5&*/. 6���&�0*� ;06�*&)5 � /��6�-&(00
��/6�&-&8&(01 �&80G0(+ X M080 N ��)80G(+4 (�E8K-�&<+4 �&80G0(O � 9*04 N
6�/8&-���*&8�(�/*.4 �6+*��!

��&-&< �E�)(�G&(0. , ~P�� D /85G�1(�. G�/*�*� 6�6�-�(0. (�E8K-�&<�1 �&80G03
(+ � 
31 0(*&���8 � �31 6�/8&-���*&8�(�/*0 �6+*��2 p� @ �&��.*(�/*� 6�6�-�(0. �

31 0(*&���8 M
 U  � �� � � � � r 0 � U  � �� � � � � NO!

��� ��� /5<<� (&)��0/0<+4 �&80G0( / ��3��/6�&-&8&(0&< ��=-�. 0<&&* ��3
��/6�&-&8&(0& / /5<<��(+< G0/8�< /*&6&(&1 /��E�-+2 *� /85G�1(�. �&80G0(�

Z U
NX
���

n�
rX

���

�
~P�� � p�

��
p�

6�0 -�((+4 0)�&/*(+4 �&��.*(�/*.4 p�� p�� � � � � pr �60/+��&*/. �/0<6*�*0G&/�0<
��3��/6�&-&8&(0&< / NMr �  O /*&6&(.<0 /��E�-+2 &/80 ��/6�&-&8&(0& (�E8K-�&<�1
�&80G0(+ �-(� 0 *� =& �� �/&4 /&�0.4 �6+*��!

H*� -�&* ��)<�=(�/*� 6���&�.*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� �� �/&4 N 6�/8&-���3
*&8�(�/*.4 �6+*�� (�E8K-�&<�. �&80G0(� 0<&&* �-(� 0 *� =& ��/6�&-&8&(0&2 -8.
��*���;� �&��.*(�/*0 6�6�-�(0. � 0(*&���8+ 0<&K* -�((+& )(�G&(0. p�� p�� � � � � pr!

����� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
 )� 
��//<�*�0��&*/. /85G�1(�. �&80G0(� Z U X D Y2 ;-& X 0 Y D (&)��0/0<+&

/85G�1(+& �&80G0(+! �+E���G(+& �'&(�0 -8. X 0 Y �6�&-&8.80/� 6� �&)58�*�*�<
n� U  C 0 n� U AC (�E8K-&(01 /��*�&*/*�&((�!

��1*0 %$_D1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. Z2 &/80
x U  �2 y U F2 	

X
0 	

Y
0)�&/*(+ 0 *����+ , 	

X
U  0 	

Y
U F!

�
�
�
 )�!
� ��(*&1(&�& /�-&�=�*/. ;�*��+& E�8*+ / (�<0(�8�(+< )(�G&(0&< ��(*��803

�5&<�;� ��)<&�� m� U F���! 	+8� �).*� �+E���� E�8*�� �EW&<� n U AC! �+E���G(�&
/�&-(&& ��(*��80�5&<�;� ��)<&�� E�8*�� ���)�8�/� ���(+< x U F�� ���! �&)58�*�*+
6�&-+-5R04 0)<&�&(01 -�K* �/(���(0& 6�&-6�8�;�*�2 G*� -&1/*�0*&8�(+& ��)<&�+
E�8*�� �E��)5K* (��<�8�(5K /����56(�/*� / -0/6&�/0&1 	� U  ���!

��=(� 80 6� �&)58�*�*�< 6���&-&((�;� �+E���G(�;� �E/8&-���(0. 5*�&�=-�*�2
G*� ��(*��80�5&<+1 ��)<&� E�8*�� (& 0<&&* 6�8�=0*&8�(�;� /<&R&(0. 6� �*(�?&3
(0K � (�<0(�8�(�<5 ��)<&�5 Q ��0(.*� � U ��  �! ������ ��0*0G&/��. �E8�/*� �
9*�< /85G�&Q

�
�
�
 )�"
� ��*�<�*0G&/��1 80(002 6��0)��-.R&1 6�-?06(0�02 E+8� �*�E��(� F�� ?*5�2

6�0G&<  � ���)�80/� E������((+<0!
��1*0 %�_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. �&��.*(�/*0 6�.�8&(0. E������((�;�

6�-?06(0��! ���8��� 6�-?06(0��� (�-� 6���&�0*�2 G*�E+ / �&��.*(�/*�K P U �2%%"A

 A$



<�=(� E+8� E+ 5*�&�=-�*�2 G*� �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. E������((�;� 6�-?06(0��
(& �*80G�&*/. �* G�/*�*+ E�8&& G&< (� $_Q

�
�
�
 )�)
�+E���G(� �E/8&-���80 ��G&/*�� �0�60G�! �)  C�� 6��E � A� /85G�.4 �0�60G

���)�8/. E������((+<!
��&E5&*/. �6�&-&80*�2 � ���04 6�&-&8�4 )��8KG�&*/. -�8. E���� -8. �/&1

6��-5�'002 &/80 �&)58�*�* (&�E4�-0<� ;���(*0����*� / �&��.*(�/*�K P U �2%F$!

�
�
�
 )�*
�) 5�(+2 /�-&�=�R&1 (&�*80G0<+& (� �R56� G&�(+& 0 E&8+& ?��+ � (&0)�&/*3

(�1 6��6��'002 /85G�1(+< �E��)�< 0)�8&��&*/.  �� ?���� M/ ��)���R&(0&<O! ��&-0
(04 ���)�8�/� A% G&�(+4 ?����!

��1*0 , %�_3& 0 %$_3& -��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8. -�80 G&�(+4 ?����!

�
�
�
 )�+
�  ���� /&�(/�4 0;�+ / ��*�<�*�< �+0;�+? 6�.�08/. F��� ��)!
��1*0 %$_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. �&��.*(�/*0 �+0;�+?�! ���8���

/&�(/�� 0;�+ /8&-5&* 6���&/*02 G*�E+ / �&��.*(�/*�K P U �2%% �&��.*(�/*�
�+0;�+?� �*80G�8�/� �* G�/*�*+ (& E�8&& G&< (�  _Q

�
�
�
 )�,
�) E�8�?�1 6��*00 *��()0/*���� �-(�;� *06� E+80 /85G�1(+< �E��)�<

�*�E��(+ 0 6���&�&(+  �� ?*5�! 
 AC *��()0/*���� �-0( (�<0(�8�(+1 6���<&*�
���)�8/. (0=& -�65/*0<�;�!

��1*0 %$_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. -�80 *��()0/*���� / *��0< -&7&�*�<
0) �/&1 6��*00!

�
�
�
 )�-
�� /4&<& 6��*��(�1 �+E���0 6��0)�&-&(� �+E���G(�& 0)<&�&(0& �+��E�*�0

(� )&<8.(+4 ��E�*�4 5  F$ ��E�G04! � �&)58�*�*& 9*�;� �E/8&-���(0. /�&-(..
�+��E�*�� �6�&-&8&(� � F2%$ �� (� �-(�;� ��E�G&;�2 � /�&-(&& ���-��*0G&/��&
�*�8�(&(0& ���)�8�/� ���(+<  2$ ��!

��1*0 -��&�0*&8�(+& ;��(0'+ -8. ;&(&��8�(�;� /�&-(&;�2 �*�&G�KR0& �&��.*3
(�/*0 P U �2%%"A!

�
�
�
 )�.
��0 6��/<�*�&  ���� ��8���( 0) 6��*00 8�(� �E(��5=&(�  ��� (&-�)�&8+4!
���8��� (�-� 6��/<�*�&*� ��8���( 8�(� 0) 9*�1 6��*002 G*�E+ / �&��.*(�/*�K

P U �2%%" <�=(� E+8� �5G�*�/. )� *�G(�/*� �6�&-&8&(0. -�80 (&-�)�&8+4 ��8���(
0) �/&1 6��*00 � 6�&-&8�4  _Q �*E�� E&/6��*��(+1!

�
�
�
 )� /
#8. 6���&��0 5*�&�=-&(0. � *�<2 G*� �&��.*(�/*� �*��)� 6�0E��� p ���(� �2� 2

E+8� 6���&-&(� 0/6+*�(0&  �� 6�0E����! ��0 9*�< �-0( 6�0E�� �*��)�8!
��/*��0*� %$_3K -��&�0*&8�(5K ;��(0'5 �-(�/*���((&;� -��&�0*&8�(�;� 0(3

*&���8� -8. p 6� 9*0< -�((+<!

 AC



����� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* -�� )�-�(0.!
��-�(0. -�8=(+ �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

��4��2 6�85G�&<+1 (� /�8�-2 56�����( � <&?�02 6�0 9*�< ��=-+1 <&?��
-�8=&( /�-&�=�*� � /�&-(&< $� � 6�8&)(�;� �&/�! ��.�080/� �/(���(0. 6�&-6�8�;�*�2
G*� � -&1/*�0*&8�(�/*0 � <&?��4 /�-&�=0*/. /�4�� <&(�?&;� �&/�! #8. 6���&��0
6�&-6�8�=&(0. 6��0)�&-&(+ 0)<&�&(0. �&/� /�4��� � n U  C <&?��4 M-�((+& �
�+E���G(+4 /�&-(04 6�0��-.*/.O!

��&E5&*/. �+./(0*�2 <�=(� 80 6� 0<&KR0</. 0)<&�&(0.< �*�8�(0*� (58&�5K
;06�*&)52 � *�<2 G*� -&1/*�0*&8�(+1 6�8&)(+1 �&/ /��*�&*/*�5&* (��<&!


���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� ���(+< � U �� � !
�&)58�*�* ��E�*+ D 6�0(.*0& �&?&(0. �*(�/0*&8�(� (58&��1 ;06�*&)+!
��0 ����< )(�G&(00 5���(. )(�G0<�/*0 � (58&��. ;06�*&)� E5-&* �*�8�(&(�Q

�
��
��  

x U
 
n

nX
i��

xi U F%� �  !2 s��	� U

�
 

n�  

nX
i��

Mxi � xO�

���

U �� A  !�

�
��
�� !

x U
 
n

nX
i��

xi U F%� $  !2 s��	� U

�
 

n�  

nX
i��

Mxi � xO�

���

U �� �  !�

�
��
�� "

x U
 
n

nX
i��

xi U F%� J  !2 s��	� U

�
 

n�  

nX
i��

Mxi � xO�

���

U ��   !�

� 
 � 
 � � � !

�� 6&���< 0 �*���< /*�(��4 6��0)��-.*/. -&*�80! �+-�0(5*� ;06�*&)�2 G*�
�*���1 /*�(�� M(���;� *06�O /����R�&* ��&<. �E��E�*�0 (&��*���1 -&*�80! ����&-&(�
 � 0)<&�&(01 ��&<&(02 )�*��G0��&<�;� (� �E��E�*�5 9*�1 -&*�80 6&��+< 0 �*��+<
/*�(��< M-�((+& 6�0��-.*/. � *�E80'&O!

��&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 � ���&(/*�& /�&-(&;� ��&<&(02 )�*��G03
��&<�;� (� 0);�*��8&(0& 9*�1 -&*�80 (� ��=-�< 0) 9*04 /*�(���! 
���&(� )(�G0<�/*0
6�0(.*� ���(+< � U �� �$!

�&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!
�&)58�*�* ��E�*+ D 6�0(.*0& �&?&(0. �*(�/0*&8�(� (58&��1 ;06�*&)+!
��0 ����< )(�G&(00 5���(. )(�G0<�/*0 � (58&��. ;06�*&)� E5-&* �*�8�(&(�Q

�
��
��  

6&��+1 /*�(�� D AJ2 AJ2 AC2  J2 $�2  J2 ��2 $$2 FJ2 F"Y

�*���1 /*�(�� D �"2 A$2 FA2  F2 F"2 �A2  A2 FJ2 AC2 AF!

 A"



�
��
�� !

6&��+1 /*�(�� D A$2 A"2 AJ2 � 2 $�2  %2 �F2 $F2 F%2 F"Y

�*���1 /*�(�� D �C2 AF2 FA2  $2 FC2 ��2  F2 FA2 AA2 AF!

�
��
�� "

6&��+1 /*�(�� D FJ2 FJ2 FC2 �J2 C�2 �J2 A�2 "$2 $J2 $"Y

�*���1 /*�(�� D A"2 F$2 $A2 �F2 $"2 AA2 �A2 $J2 FC2 FF!

����� (
�
��� ��� ������
�

 ! #�1*& �6�&-&8&(0& /*�*0/*0G&/��1 ;06�*&)+!
�! #�1*& �6�&-&8&(0& 6���<&*�0G&/��1 /*�*0/*0G&/��1 ;06�*&)+2 (&6���<&*�03

G&/��1 /*�*0/*0G&/��1 ;06�*&)+!
A! ��0�&-0*& 6�0<&�+ (58&��12 �8�*&�(�*0�(�12 6��/*�1 0 /8�=(�1 ;06�*&)!

�EW./(0*& 6�0('06 6���&��0 (58&�+4 ;06�*&) / 6�<�R�K /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&�
)(�G0<�/*0!

F! �*� (�)+��&*/. �?0E��1 6&���K ��-�2 �?0E��1 �*���;� ��-�Q #�1*&
;&�<&*�0G&/�5K 0(*&�6�&*�'0K �&��.*(�/*.< /��&�?&(0. �?0E�� 6&���;� 0 �*���;�
��-�!

$! ��� 0)<&(.K*/. �&��.*(�/*0 /��&�?&(0. �?0E�� 6&���;� 0 �*���;� ��-� 6�0
5�&80G&(00 �EW&<� �+E���0Q

C! ��� 0)<&(.&*/. �&��.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�� �*���;� ��-� 6�0 �� �Q
"! ���0/.* 80 �&��.*(�/*0 /��&�?&(0. �?0E�� 6&���;� 0 �*���;� ��-� �* �0-�

�8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+2 �* 6�0<&(.&<�;� ��0*&�0.Q
J! � G&< /�/*�0* �-(�/*���((�/*� -&1/*�0. /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G03

<�/*0Q
%! ��0(0<�&*/. 80 �� �(0<�(0& �&��.*(�/*� /��&�?&(0. �?0E�0 �*���;� ��-�

6�0 6���&��& (58&�+4 ;06�*&) / 6�<�R�K /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*0Q
 �! ��=(� 802 6�0<&(.. /*�*0/*0G&/�01 ��0*&�01 )(�G0<�/*02 /-&8�*� �+��-,

�����&�.&<�. (58&��. ;06�*&)� �&�(��Q
  ! � G&< /�/*�0* ��)80G0& <&=-5 6�/*��&(0&< -�5/*���((&1 ��0*0G&/��1

�E8�/*0 0 6�/*��&(0&< -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. �-(�;� 0 *�;� =& 6���<&*��Q
 �! ��� (�4�-.*/. ��0*0G&/�0& *�G�0 M���(*080O /*�*0/*0G&/�04 ��0*&�0&�

)(�G0<�/*0 Mu2 t2 ��2 F O � /85G�& -�5/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*02 � /85G�&
8&��/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*02 � /85G�& 6����/*���((&1 ��0*0G&/��1 �E8�/*0Q

 A! � 6�<�R�K ���04 �+E���G(+4 /*�*0/*0� 6��0)��-0*/. 6���&��� ;06�*&) �
<�*&<�*0G&/�04 �=0-�(0.4 �-(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ -�54 /85G�1(+4 �&80G0(2
(&/��8��04 /85G�1(+4 �&80G0(Q

 F! � 6�<�R�K ���04 �+E���G(+4 /*�*0/*0� 6��0)��-0*/. 6���&��� ;06�*&)
� -0/6&�/0.4 �-(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 -�54 /85G�1(+4 �&80G0(2 (&/��8��04
/85G�1(+4 �&80G0(Q

 $! � 6�<�R�K ���04 �+E���G(+4 /*�*0/*0� 6��0)��-0*/. 6���&��� ;06�*&) �
6���<&*�& p E0(�<0�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.Q

 AJ



�� �������������� ��
�����

����������������� ���
���

!��� :������� �������

� 6�&-+-5R04 ��)-&8�4 E+8� 5-&8&(� �(0<�(0& 6���&��& ;06�*&) �*(�/0*&8�(�
6���<&*��� )���(�� ��/6�&-&8&(0.2 �0- ��*��+4 6�&-6�8�;�8/. 0)�&/*(+< M(��<�8�3
(+12 E0(�<0�8�(+1 0 *! -!O!

��0 �E��E�*�& �6+*(+4 /*�*0/*0G&/�04 -�((+4 -8. 4����*&�0/*0�0 G�/*�*3
(+4 /��1/*� �.-� (�E8K-&(01 x�� x�� � � � � xn 9�/6&�0<&(*�*�� 6�-E0��&* *&��&*0��3
�&��.*(�/*(5K <�-&8� M(��<�8�(5K2 6���)�*&8�(5K2 E0(�<0�8�(5K 0 *! -!O 9*�;�
�.-�! ��&-6�8�=0<2 G*� 9�/6&�0<&(*�*�� �0)5�8�(� 6� �0-5 ;0/*�;��<<+ M6�803
;�(� G�/*�/*&1O 080 0) ���04380E� -�5;04 /��E��=&(01 �+-�0(58 ;06�*&)5 � <(�3
=&/*�& 75(�'01 ` �6�&-&8&((�;� �0-� M(��<�8�(+42 6���)�*&8�(+42 E0(�<0�8�(+4
0 *! -!O2 � ��*���<5 <�=&* 6�0(�-8&=�*� 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 /853
G�1(�1 �&80G0(+ X! ��&-6�8�=&(0. *���;� ��-� (�)+��K*/. 	�����������������
 ���������!

������������ .������ 	����������������  �������� (�)+��&*/. ;06�*&)�
�*(�/0*&8�(� �ER&;� �0-� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 *! &!
;06�*&)� �0-� fH� , F MxO U F�MxOg!

:06�*&*0G&/��. M6�&-6�8�;�&<�.O 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+
X <�=&* E+*� �6�&-&8&(� 6�8(�/*�K 80E� / *�G(�/*�K -� &L 6���<&*���2 *! &! (58&��.
;06�*&)� <�=&* 0<&*� �0- fH� , F MxO � `g2 ;-& ` �)(�G�&* /����56(�/*� 75(�'01
�6�&-&8&((�;� �0-� M(��<�8�(+42 6���)�*&8�(+42 E0(�<0�8�(+4 0 *! -!O!

��&-6�8�=0<2 G*� �8�// *��04 75(�'01 �+E��( 0 6��0)�&-&(� *�G&G(�.
�'&(�� 6���<&*��� 9*04 75(�'01 �(5*�0 �+E��((�;� �8�//�! #�8�(&1?�. )�-�G�
9�/6&�0<&(*�*��� /�/*�0* � 6���&��& �+-�0(5*�1 ;06�*&)+ � �8�//& 75(�'01 `2 *!&!
� �+./(&(002 (�/��8��� 4���?� 6�-�E��(� �&��.*(�/*(�. <�-&8� �.-� (�E8K-&(01!

����&��� ;06�*&)+ � 6�&-6�8�;�&<�< )���(& ��/6�&-&8&(0. 6��0)��-0*/. /
6�<�R�K (&6���<&*�0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*0! ��0('06+ 6�/*��&(0. *��04
��0*&�0&� 0 <&*�-0�� 6���&��0 �/*�K*/. 6���*0G&/�0 *&<0 =&2 G*� 0 6�0 6���&��&
6���<&*�0G&/�04 ;06�*&)2 *! &! 6���&��� (&6���<&*�0G&/�04 ;06�*&) 6��0)��-0*/.
(� �/(���(00 �+G0/8&(0. (&��*���1 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 M��0*&�0.O2 )���(
��/6�&-&8&(0. ��*���1 6�85G&( � 6�&-6�8�=&(00 0/*0((�/*0 (58&��1 ;06�*&)+2
0 /���(&(0. (�E8K-�&<�;� )(�G&(0. 9*�1 �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 / ��0*0G&/�0<
)(�G&(0&<!

�&6���<&*�0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0 5/8��(� <�=(� 6�-��)-&80*� (� -�&
;�566+!

 A%



� 6&���1 ;�566& �*(�/.*/. �������� �� �����2 / 6�<�R�K ��*��+4 6���&�.K*/.
(58&�+& ;06�*&)+ �*(�/0*&8�(� �ER&;� �0-� 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.! ��0E�8&&
��/6��/*��(&((+<0 ��0*&�0.<0 /�;8�/0. .�8.K*/. ��0*&�01 /�;8�/0. �� �0�/�(� 0
�3��0*&�01 ��8<�;�����!

� -�5;�1 <(�;�G0/8&((�1  ����� 	���������������$ ��������� �*(�/.*/.
��0*&�002 / 6�<�R�K ��*��+4 6���&�.&*/. (58&��. ;06�*&)� � 6�0(�-8&=(�/*0 -�54
�+E���� �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 M080 � *�<2 G*� -�& ;&(&��8�(+&
/����56(�/*0 0<&K* �-(5 0 *5 =& 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.O!

� 6���*0�& / 6�<�R�K (&6���<&*�0G&/�04 ��0*&�0&� )(�G0<�/*0 �/�E&((� G�/3
*� 6���&�.&*/. (58&��. ;06�*&)� � *�<2 G*� 0//8&-5&<�. ;&(&��8�(�. /����56(�/*�
0<&&* (��<�8�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0.!

��6�0<&�2 6�0 6�0<&(&(00 6���<&*�0G&/�04 ��0*&�0&� -8. 6���&��0 ;06�*&)
�*(�/0*&8�(� 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� 6�&-6�8�;�8�/�2 G*� ;&(&��8�(�.
/����56(�/*� (��<�8�(�! H*� 6�&-6�8�=&(0& 6�&-���0*&8�(� /8&-5&* 6���&�0*�
/ 6�<�R�K ��0*&�0&� /�;8�/0.2 � )�*&<2 &/80 (58&��. ;06�*&)� (& �*�8�(&(�2
6�0<&(.*� 6���<&*�0G&/�0& ��0*&�00 )(�G0<�/*0!

!��� 4������� ��%�
��� �� ������


��0*&�01 �� �0�/�(� 6�)��8.&* 6��0)��-0*� 6���&��5 /�;8�/0. 9<60�0G&/��1
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. / ;06�*&*0G&/��1 75(�'0&1 F MxO2 6�0(�-8&=�R&1 � (&��*�3
��<5 <(�=&/*�5 ` 75(�'01 �6�&-&8&((�;� �0-� M(��<�8�(+42 6���)�*&8�(+42 E0(�3
<0�8�(+4 0 *!-!O! �7��<580�5&< �/(��(+& �&��.*(�/*(+& 6�&-6�/+8�0 0 �;��(0G&3
(0.2 ��*��+& -�8=(+ E+*� �+6�8(&(+ 6�0 6�0<&(&(00 ��0*&�0. �� � �0-& <�-&80!

�����3� �5/*� ;&(&��8�(�. /����56(�/*� 0<&&* 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. F MxO2
6�0(�-8&=�R5K (&��*���<5 �8�//5 75(�'01 `! �) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0
0)�8&G&(� �+E���� �EW&<� n Mn 
 $�O!

��)�E�&< �&/� -0�6�)�( 6�85G&((+4 �&)58�*�*�� (� k G�/*0G(+4 0(*&���8��
���(�1 -80(+ 0 65/*� � ��=-�< G�/*0G(�< 0(*&���8& ���)�8�/� mi 0)<&�&(012
6�0G&<

kX
i��

mi U n� M$� O

��/*��0< /;�5660����((+1 /*�*0/*0G&/�01 �.- ,

�(*&���8+
(�E8K-&((+4 \x�Yx�] \x�Yx�] � � � \xi��Yxi] � � � \xk��Yxk]
)(�G&(01 �� X

��/*�*+ m� m� � � � mi � � � mk

��&E5&*/. (� �/(��& 0<&KR&1/. 0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 �
*�<2 G*�  ������������� ��	�"�� ����������	�� F MxO �	����� ������������ ��		�#
��
����2 *! &! ;06�*&)5 fH� , F MxO � `g!

��0 6���&��& (58&��1 ;06�*&)+ / 6�<�R�K ��0*&�0. /�;8�/0. �� 6�0-&�=03
��K*/. /8&-5KR&1 6�/8&-���*&8�(�/*0 -&1/*�01 ,

 F�



 O �� �/(���(00 ;06�*&*0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F MxO �+G0/8.K*
�&��.*(�/*0 6�6�-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X � G�/*0G(+& 0(*&���8+ M��)�.-+O
;�5660����(0. \xi��Y xi] ,

pi U Pr Mxi�� � X � xiO U
xiZ

xi��

fMxO dx U F MxiO� F Mxi��O� M$��O

;-& i U  � �� � � � � k!

�O 
<(�=�K* 6�85G&((+& �&��.*(�/*0 pi (� �EW&< �+E���0 n 0 6�85G�K*
*&��&*0G&/�0& G�/*�*+ npi G�/*0G(+4 0(*&���8�� \xi��� xi]2 *!&! G�/*�*+2 ��*��+&
/8&-5&* �=0-�*�2 &/80 (58&��. ;06�*&)� /6���&-80��!

AO �+G0/8.K* �+E���G(5K /*�*0/*0�5 M��0*&�01O �� ,

��
���� U

kX
i��

Mmi � npiO�

npi
� M$�AO

��=(� 6���)�*�2 G*� &/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� 6�0 n � � )���(
��/6�&-&8&(0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 M$!AO2 (&)��0/0<� �* �0-� 75(�'00 F MxO2
/*�&<0*/. � )���(5 ��/6�&-&8&(0. �� / 
 U k � r �  /*&6&(.<0 /��E�-+ M)-&/� k D
G0/8� G�/*0G(+4 0(*&���8��Y r D G0/8� 6���<&*��� ;06�*&*0G&/��1 75(�'00 F MxO2
�'&(0��&<+4 6� -�((+< �+E���0OY

FO �� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k �
r �  (�4�-.* 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. ��0*0G&/��& )(�G&(0& ��

�� �2
5-��8&*���.KR&& 5/8��0K

Pr
�
�� 
 ��

�� �

�
U �� M$�FO

��0*&�01 �� /��(/*�50����( *��0< �E��)�<2 G*� G&< E80=& � (58K (�E8K-�3
&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. ��2 *&< �&��.*(&&2 G*� (58&��. ;06�*&)� /6���&-80��! ��3
9*�<5 -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ 6�0<&(.&*/. ��0*&�01 �� / 6����/*���((&1
��0*0G&/��1 �E8�/*�K!

$O �/80 ���=&*/.2 G*�
��
���� 
 ��

�� �� M$�$aO

*� ��//<�*�0��&<�. (58&��. ;06�*&)� fH� , F MxO � `g �*�&�;�&*/. � 6�8�)5
�8�*&�(�*0�(�1 fH� , F MxO �� `g2 *! &! /G0*�&*/.2 G*� ;06�*&*0G&/��. 75(�'0.
(& /�;8�/5&*/. / �6+*(+<0 -�((+<0!

�/80 =&
��
���� � ��

�� �� M$�$bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+2 *! &! ;06�*&*03
G&/��. 75(�'0. F MxO /�;8�/5&*/. / �6+*(+<0 -�((+<0!

1�����	��� ��0 6�0<&(&(00 ��0*&�0. �� (&�E4�-0<�2 G*�E+ � ��=-�<
G�/*0G(�< 0(*&���8& E+8� (& <&(&& $ 98&<&(*��! �/80 G0/8� 98&<&(*�� MG�/*�*�O
<&(�?& $2 *� �&��<&(-5&*/. �EW&-0(.*� *��0& G�/*0G(+& 0(*&���8+ / /�/&-(0<0!

 F 



!��� 4������� ��%�
��� � 4����%����


�+?& E+8 0)8�=&( ��0*&�01 /�;8�/0. ��2 6�)��8.KR01 6���&�0*� ;06�*&)5 �
/�;8�/00 -�((+4 �+E���0 / ��(��&*(+< *&��&*0G&/�0< )���(�< ��/6�&-&8&(0. -8.
8KE�1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 ��� (&6�&�+�(�12 *�� 0 -0/��&*(�1!

4������� �� ����� � 4���� ����� 6�0<&(.&*/. -8. 6���&��0 ;06�*&) � )���(�4
��/6�&-&8&(0. *�8��� (&6�&�+�(+4 �&80G0(!

�;� �*80G0& �* ��0*&�0. /�;8�/0. �� �0�/�(� /�/*�0* � *�<2 G*� 6�0 6�0<&(&3
(00 ��0*&�0. /�;8�/0. �� /���(0��80/� 9<60�0G&/�0& 0 *&��&*0G&/�0& G�/*�*+ ��/3
6�&-&8&(0.Y 6�0 6�0<&(&(00 �3��0*&�0. ��8<�;����� /���(0��K*/. 9<60�0G&/��.
F �MxO 0 ;06�*&*0G&/��. F MxO 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.! ���<& *�;�2 6�0 6�0<&(&(00
�3��0*&�0. ��8<�;����� 6�&-6�8�;�&*/.2 G*� *&��&*0G&/�0& )(�G&(0. 6���<&*��� ;03
6�*&*0G&/��1 75(�'00 0)�&/*(+ M� ��0*&�00 /�;8�/0. �� �(0 <�;5* �6�&-&8.*�/.
6� -�((+< �+E���0O! H*0 �;��(0G&(0. /5=�K* �E8�/*� 6���*0G&/��;� 6�0<&(&(0.
�3��0*&�0. ��8<�;�����! �&< (& <&(&& 9*�* ��0*&�01 ?0���� 6�0<&(.&*/. (� 6���3
*0�&!

��0 &;� 0/6�8�)���(00 (&0)�&/*(+& *&��&*0G&/�0& 6���<&*�+ ;06�*&*0G&/��;�
��/6�&-&8&(0. �'&(0��K*/. 6� -�((+< �+E���� E�8�?�;� �EW&<�2 6���88&8�(+4
0//8&-5&<�12 80E� 6� -�((+< 0//8&-5&<�1 �+E���0! � 6�/8&-(&< /85G�& �3��0*&�01
��8<�;����� /*�(��0*/. 6�0E80=&((+< � *�< /<+/8&2 G*� -&1/*�0*&8�(+1 5���&(�
)(�G0<�/*0 � 6�0E80=&((� ���&( )�-�((�<5 5���(K � M����� � � ����O! �
/85G�&2 ��;-� 6���<&*�+ ;06�*&*0G&/��;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �'&(0��K*/. 6�
-�((+< 0//8&-5&<�1 �+E���02 �3��0*&�01 ��8<�;����� 6���)+��&* 85G?&& /�;8�/0&
/ 9<60�0G&/�0<0 -�((+<02 G&< ��0*&�01 /�;8�/0. �� �0�/�(�! ��9*�<5 6�0 &;�
6�0<&(&(00 �&��<&(-5&*/. 0/6�8�)���*� (&/��8��� E�8�?01 5���&(� )(�G0<�/*0
� U �2 � D �2��!

�0=& 6�0��-.*/. -�& �&��.*(�/*(+& <�-&80!
� 6&���1 0) (04 5��)�(+ �&��.*(�/*(+& 6�&-6�/+8�0 0 6���08� 6���&��0

(58&��1 ;06�*&)+ � �0-& 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. (&6�&�+�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+
/ 6�<�R�K �3��0*&�0. ��8<�;�����!

�� �*���1 <�-&80 -�(+ �&��.*(�/*(+& 6�&-6�/+8�0 0 6���08� 6���&��0
(58&��1 ;06�*&)+ � 6�0(�-8&=(�/*0 -�54 �+E���� � �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 M080 -�& ;&(&��8�(+& /����56(�/*0 0<&K* �-(5 0 *5 =& 75(�'0K
��/6�&-&8&(0.O! �/6�8�)5&<+1 6�0 9*�< ��0*&�01 (�/0* (�)��(0& �D��������
&���	���,4���� �����!

�����3  � �5/*� 0)�&/*(�2 G*� 0//8&-5&<�. /85G�1(�. �&80G0(� X 0<&&* (&3
6�&�+�(5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. F MxO! �) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 / 75(�'0&1
��/6�&-&8&(0. F MxO 0)�8&G&(� /85G�1(�. �+E���� �EW&<� n Mn 
 $�O! �� �/(��& 0<&3
KR&1/. 0(7��<�'00 *�&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , ����	�� ��		��
�� ����#��� �  ������������� ��	�"��� ����������	��g!

����&��5 (58&��1 ;06�*&)+ / 6�<�R�K ��0*&�0. /�;8�/0. ��8<�;����� 6��0)3
��-.* 6� /8&-5KR&1 /4&<& ,

 O ��/6�8�;�K* �&)58�*�*+ (�E8K-&(01 � ��)��/*�KR&< 6��.-�& 80E� 6�&-3
/*��8.K* 04 � �0-& 0(*&���8�(�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-�!

 F�



�O ��4�-.* 9<60�0G&/�5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.

F �MxO U
nx
n
� M$�CO

AO �+G0/8.K*2 6�8�)5./� ;06�*&*0G&/��1 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0.2 )(�G&(0.
*&��&*0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. F MxO2 /��*�&*/*�5KR0& (�E8K-&((+< )(�G&3
(0.< /85G�1(�1 �&80G0(+ X!

FO ��4�-.* -8. ��=-�;� *&�5R&;� )(�G&(0. xi <�-58� ��)(�/*0 <&=-5
9<60�0G&/��1 0 *&��&*0G&/��1 75(�'0.<0 ��/6�&-&8&(0.2 *! &!

jF �MxO� F MxOj� M$�"O

$O �+G0/8.K* (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 �D/*�*0/*0�0,

� U D
p
n� M$�JO

;-&
D U max

x
jF �MxO� F MxOj� M$�%O


��-&<0� 
!�!��8<�;���� 6���)�82 G*� &/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *�
�+E���G(�. /*�*0/*0�� � U D

p
n 6�0 n � � 0<&&* 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.2

��*��5K 6�0(.*� �E�)(�G�*� KM�O2 /8&-5KR&;� �0-�,

KM�O U PrMD
p
n � �O U

�X
k���

M� Ok exp
�
��k���

�
� M$� �O

��-�-0< 5���&(� )(�G0<�/*0 �! ��;-� 0) /��*(�?&(0.

PrM� 
 ��O U PrMD
p
n 
 ��O U  �

�X
k���

M� Ok exp
�
��k���

�

�
U � M$�  O

<�=(� (�1*0 ���(*080 �D��/6�&-&8&(0. ��8<�;�����!
��E80'� ���(*08&1 M��0*0G&/�04 )(�G&(01O ��/6�&-&8&(0. ��8<�;����� 6�0�&3

-&(� � 6�08�=&(00!
����(0< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 ����� U D

p
n /

��0*0G&/�0< )(�G&(0&< ��2 �6�&-&8.&<+< 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0.
��8<�;����� 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 �!

�/80 6�0 9*�< ���=&*/.2 G*�

D
p
n 
 ��� M$� �aO

*� 6���&�.&<�. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.!
�/80 =&

D
p
n � ��� M$� �bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+2 *! &! ;06�*&*03
G&/��. 75(�'0. ��/6�&-&8&(0. /G0*�&*/. /�;8�/5KR&1/. / �6+*(+<0 -�((+<0!

�����3 !� �5/*� � �&)58�*�*& (�E8K-&(01 6�85G&(+ -�& /85G�1(+& �+E���0
�EW&<� n� 0 n� Mn� 
 $� 0 n� 
 $�O! ��&E5&*/. (� �/(���(00 0<&KR&1/.

 FA



0(7��<�'00 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , ��� ��
���� �������	� �� ��	�� �
��� 0�  �	�����	�� �������	���� �  ������������� ��	�"��� ����������	�� F MxOg!

����&��� (58&��1 ;06�*&)+ �/(��+��&*/. (� �+G0/8&(00 �+E���G(�1 /*�*0/3
*0�0 �3��0*&�0. �<0�(���3��8<�;�����,

� U D�
p
n U max

x
jF �

� MxO� F �
� MxOj

p
n� M$� AO

;-& n U n�n��Mn� Z n�O2 � F �
� MxO 0 F �

� MxO D 9<60�0G&/�0& 75(�'00 ��/6�&-&8&(0.2
6�/*��&((+& 6� -�((+< 6&���1 0 �*���1 �+E���� /��*�&*/*�&((�!

�/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *� 6�0 n � � ��/6�&-&8&(0& �+E���G(�1
/*�*0/*0�0 � �/0<6*�*0G&/�0 /4�-0*/. � ��/6�&-&8&(0K �<0�(���3��8<�;�����
	��������� �� ���� ��	�"�� F MxO!

�� *�E80'& ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �<0�(���3��8<�;����� 6� )�-�((�<5
5���(K )(�G0<�/*0 � (�4�-.* ��0*0G&/�0& )(�G&(0. �� M/<! 6�08�=&(0&O2 5-��3
8&*���.KR0& 5/8��0K

Pr M� 
 ��O U �� M$� FO

�/80 ���=&*/.2 G*�
D�
p
n 
 ��� M$� $aO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.!
�/80 =&

D�
p
n � ��� M$� $bO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. ;06�*&)+ � *�<2 G*� -�& 0//8&-5&<+&
/����56(�/*0 0<&K* �-(5 0 *5 =& 75(�'0K ��/6�&-&8&(0.!

!��� 4������� 	�

��

�� 6���*0�& G�/*� 6�04�-0*/. 0<&*� -&8� /� /85G�1(+<0 �&80G0(�<02 )���(
��/6�&-&8&(0. ��*��+4 (&0)�&/*&(! � 9*�< /85G�& �<&/*� 6���<&*�0G&/�04 ��0*&�03
&� )(�G0<�/*0 <�=(� 0/6�8�)���*� 	���������������� �������� �	��������2 6�0
6�0<&(&(00 ��*��+4 (& *�&E5&*/. -&8�*� ���04380E� 6�&-6�8�=&(01 � )���(& ��/3
6�&-&8&(0. 0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

�&6���<&*�0G&/�0& ��0*&�00 6� /���(&(0K / 6���<&*�0G&/�0<0 0<&K* (&3
/��8��� <&(�?5K <�R(�/*�2 *! &! �(0 <&(&& 977&�*0�(+! �-(��� 9*�* (&-�/*�*��
��<6&(/0�5&*/. E�8&& 6��/*+< 6�/*��&(0&< �+E���G(+4 /*�*0/*0�2 (� �+G0/8&(0&
)�*��G0��&*/. ;���)-� <&(�?& ��&<&(0!

4������� �	���� D �-0( 0) (&6���<&*�0G&/�04 ��0*&�0&�2 / 6�<�R�K ��*���;�
6���&�.&*/. (58&��. ;06�*&)� � *�<2 G*� -�& �+E���0 0)�8&G&(+ 0) �-(�1 0 *�1
=& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0! �;� ;8��(�& 6�&0<5R&/*�� /�/*�0* � *�<2 G*� 6�0
6�0<&(&(00 (& (5=(� /*��0*� (0���04 �;��(0G&(01 �*(�/0*&8�(� �0-� 75(�'00
��/6�&-&8&(0.2 ���<& &L (&6�&�+�(�/*0!

��0*&�01 )(���� 6�0<&(.&*/. ��� ��0*&�01 /���(&(0. �/6��&((+4� (�E8K-&3
(01! �E+G(� /���(0��K*/. �&)58�*�*+ -�54 �+E���� �-0(�����;� �EW&<�! ��0*&�01

 FF



)(����2 (�6�0<&�2 G�/*� 0/6�8�)5K* -8. 6���&��0 5/*�1G0��/*0 ;&(&��8�(�1 /���3
�56(�/*0 �� ��&<&(02 *! &! -8. /���(&(0. -�54 /6��&((+4 (�E8K-&(012 /��*�&*/*�53
KR04 -�5< <�<&(*�< ��&<&(0! �;� <�=(� 6�0<&(.*� 6�0 �E��E�*�& 9�/6&�0<&(*��
-8. /���(&(0. 0)<&�.&<+4 �&80G0( � 9�/6&�0<&(*�8�(�1 0 ��(*��8�(�1 ;�566&!

�����3� �5/*� 0<&K*/. -�& /85G�1(+& �+E���0 Mx�� x�� � � � � xnO 0 My�� y�� � � � � ynO
�-0(�����;� �EW&<� n! ��&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 � *�<2 G*� �(0
0)�8&G&(+ 0) �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

#8. 6���&��0 -�((�1 (58&��1 ;06�*&)+ / 6�<�R�K ��0*&�0. )(���� 0//8&-5K*
)(��0 ��)(�/*&1 /6��&((+4 �&)58�*�*�� �E&04 �+E���� 0 (�4�-.* G0/8� *&4 )(����2
��*��+4 <&(�?&! �E�)(�G0< 04 G0/8� r!

�/80 (58&��. ;06�*&)� �&�(�2 *�

PrMx� y � �O U PrMx� y � �O U
 
�
� M$� CO

G0/8� r .�8.&*/. -0/��&*(�1 /85G�1(�1 �&80G0(�12 ��/6�&-&8&((�1 6� E0(�<0�8�(�3
<5 )���(5 / 6���<&*��< p U �

�
2 *! &!

�nMrO U Cr
n

� 
�

	n
� M$� "O

�5/*� *&6&�� r� D (�0<&(�?&& )(�G&(0& r2 -8. ��*���;� �+6�8(.&*/. (&���&(3
/*�� PnMrO � �! ��E80'� ��0*0G&/�04 )(�G&(01 G0/8� )(���� r�2 /��*�&*/*�5KR04
)�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � 0 �EW&<5 �+E���0 n2 6�0�&-&(� � 6�08�=&(00!

�/80
r���� � r�� M$� JaO

*� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.2 *! &! /G0*�&*/.2 G*� �+E���0 0)�8&G&(+ 0)
;&(&��8�(+4 /����56(�/*&1 / ��)80G(+<0 75(�'0.<0 ��/6�&-&8&(0.!

�/80 =&
r���� � r�� M$� JbO

*� /G0*�&*/.2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1 ;06�*&)+ � *�<2 G*� -�&
�+E���0 0)�8&G&(+ 0) �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

!�!� 6��������
�� �

	
���

�� ���������+ 
�������� ��%�
���

��0*&�00 /�;8�/0.2 ��� 0 �/& (&6���<&*�0G&/�0& ��0*&�002 .�8.K*/. /*�*0/*03
G&/�0<0 ��0*&�0.<0 )(�G0<�/*0! H*� �)(�G�&*2 G*� / 04 6�<�R�K (58&��. ;06�*&)�
� �0-& 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. 80E� �*�8�(.&*/.2 80E� /G0*�&*/.2 G*� 0<&KR�./.
0(7��<�'0. (& -�&* 6���-� -8. �*�8�(&(0. �+-�0(5*�1 ;06�*&)+ � �0-& 75(�'00
��/6�&-&8&(0.!

�/80 �EW&< �+E���� n (&�&80� Mn � $�O 080 �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 ��/6�8�;�3
K*/. � -�/*�*�G(� 5)��< 0(*&���8& 0)<&(&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 *� 9�/6&�03
<&(*�8�(+& -�((+& <�;5* -�/*�*�G(� 4���?� /�;8�/��+��*�/. / �.-�< ��)80G(+4
�&��.*(�/*(+4 <�-&8&12 *! &! / ��)80G(+<0 )���(�<0 ��/6�&-&8&(0.!

 F$



��9*�<5 (& /8&-5&* 6�0-���*� /80?��< E�8�?�;� )(�G&(0. 6�8�=0*&8�(�<5
�&)58�*�*5 M�.������  ������� 	� �����	������O 6���&��0 (58&�+4 ;06�*&) � �0-&
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. / 6�<�R�K 75(�'00 /�;8�/0.!

�-&/� &R& ��) 6�-G&��(&<2 G*� (0���0<0 �E��E�*��<0 9�/6&�0<&(*�8�(�;�
<�*&�0�8� (&8�). 0)�8&G� 0) (&;� 0(7��<�'00 E�8�?&2 G&< 9*�* <�*&�0�8 /�-&�=0*!

9��� ������ ���	 �����	�� �����
 ����	��� �����	�� �
 ����������� �
'����
, %�� ����������� �
'�� ��
���� %��������	����	�$ ��		�$�

�� 6���*0�& �/& ?0�& 6�0<&(.K* ��0*&�00 /�;8�/0. (& /*�8��� -8. 6���&�3
�0 /�;8�/0. 9�/6&�0<&(*�8�(+4 -�((+4 / (&��*���1 ;06�*&*0G&/��1 75(�'0&1 ��/3
6�&-&8&(0.2 /��8��� -8. 6�-E��� (�085G?&1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. M�&��.*(�/*(�1
<�-&80O 0) �.-� ��//<�*�0��&<+4 75(�'01 M<�-&8&1O!

�+E�� 6�-4�-.R&;� )���(� ��/6�&-&8&(0. -�8=&( E�)0����*�/. 6�&=-& �/&;�
(� 6�(0<�(00 <&4�(0)<� 0)5G�&<�;� .�8&(0.! �-(��� &/80 <&4�(0)< 0)5G�&<�;�
.�8&(0. (&0)�&/*&(2 *� 6�&-���0*&8�(+1 �+E�� )���(� ��/6�&-&8&(0. <�=&* E+*�
/-&8�( 0/4�-. 0) /8&-5KR04 /��E��=&(01 ,

 O �� �0-5 ;0/*�;��<<+ G�/*�/*&1 /*�*0/*0G&/��;� �.-� ��/6�&-&8&(0.! �0-
;0/*�;��<<+ -�&* ��0&(*0����5 (� ��)<�=(+1 )���( ��/6�&-&8&(0.! ��6�0<&�2
&/80 ;0/*�;��<<� 0<&&* <(�;�<�-��+1 M<(�;�;��E+1O �0-2 *���& &L /��1/*��2
��)<�=(�2 /8&-5&* �EW./(0*� /<&?&(0&< ��)(���-(+4 6� /��0< ��G&/*��< �EW&�*��
(�E8K-&(0.!

#�/*�0(/*�� D 6��/*�*� 6�0<&(&(0.2 (�;8.-(�/*�! �&-�/*�*�0 D ;0/*�;��<<�
<�=&* �-(���&<&((� (�6�<0(�*� (&/��8��� )���(�� ��/6�&-&8&(0.! ��6�0<&�2 6�
;0/*�;��<<& 6���*0G&/�0 (&8�). ��)80G0*� 8�;��07<0G&/�0 (��<�8�(+1 )���( 0
)���( ��/6�&-&8&(0. �&1E588� -�=& 6�0 E�8�?�< �EW&<& �+E���0!

�O � 6�<�R�K ;��70G&/��;� 6�&-/*��8&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&3
(0. (� �&��.*(�/*(+4 E5<�;�4 M�/�E&((� 9*� 5-�E(� �&�80)���*� / 6�<�R�K H��O!

�/80 )���( ��/6�&-&8&(0. �+E��( 6���08�(�2 *� 6�0 (�(&/&(00 9<60�0G&/��1
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. (� �&��.*(�/*(5K E5<�;5 /� ?��8�<02 /��*�&*/*�5KR0<0
;06�*&*0G&/��<5 )���(5 ��/6�&-&8&(0.2 9*0 )(�G&(0. E5-5* ��/6�8�;�*�/. (� 6�.<�1
80(00 80E� �E80)0 6�.<�1 80(00!

#�/*�0(/*�� <&*�-� D 6��/*�*�2 (�;8.-(�/*�! �&-�/*�*�0 D (&�E4�-0<� 0<&*�
/6&'0�8�(+& E5<�;0 M080 <�*&<�*0G&/�0& 6��&*+2 6�)��8.KR0& �+6�8(0*� (&�E3
4�-0<+& ��/G&*+OY �*/5*/*�0& ��80G&/*�&((�;� ��0*&�0. ��)<�=(�;� �*�8�(&(0.
)(�G&(01 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. �* 6�.<�1 80(00Y (&�-(�)(�G(�/*�
�+E��� )���(�2 �+)��((�. *&<2 G*� 0(�;-� (� *��04 �&��.*(�/*(+4 E5<�;�4 /� ?��8�3
<02 /��*�&*/*�5KR0<0 ��)80G(+< )���(�< ��/6�&-&8&(0.2 )(�G&(0. 9<60�0G&/��1
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. ��/6�8�;�K*/. 6�0<&�(� 6� 6�.<�1 80(00!

����( ��/6�&-&8&(0. ��&-&8+ ��&-(&&
0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X 0)<&(&(0. )(�G&(0&

���<�8�(+1 )���( \�2�JY �2F�] �2�$
����( �&1E588� \�2F�Y �2J$] �2" 

��;��07<0G&/�01 )���( \�2A$Y �2J�] �2CJ
H�/6�(&('0�8�(+1 )���( \�2C�Y  2A�] �2%�

AO ��&-���0*&8�(+1 �+E�� )���(� <�=&* 6��0)��-0*�/. 6� �&80G0(& 9<60�03

 FC



G&/��;� ��9770'0&(*� ���0�'00 V ar U s�x! �)�&/*(�2 G*� ��=-�<5 )���(5 ��/6�&-&3
8&(0. /��*�&*/*�5&* �6�&-&8&((+1 6�0E80=&((+1 -0�6�)�( )(�G&(01 ��9770'0&(*�
���0�'00 M/<! /��-�5D*�E80'5O!

#�/*�0(/*�� <&*�-� D 6��/*�*�! �&-�/*�*�0 D ��9770'0&(* ���0�'00 (&
�*��=�&* /*&6&(� /0<<&*�00 9<60�0G&/��1 ��0��1 ��/6�&-&8&(0.Y (&�-(�)(�G(�/*�
�+E���!

FO �� �6+*(+< -�((+< ��(&& 6���&-&((+4 0//8&-���(01!
�&-�/*�*�� <&*�-� D <�;5* E+*� )(�G0*&8�(+& ��/4�=-&(0. � <&4�(0)<�4

0)5G�&<+4 .�8&(012 �60/+��&<+4 /85G�1(+<0 �&80G0(�<02 *! &! � ��(/*�5�'0.42
*&4(�8�;0.4 0);�*��8&(0.2 5/8��0.4 9�/685�*�'00 0)-&8012 �*80G(+4 �* ��(&&
�60/�((+4!

$O � ��G&/*�& 6�0E80=&((�;� ��0*&�0. -8. 6�&-���0*&8�(�;� �+E��� )���(�
��/6�&-&8&(0. <�;5* E+*� 0/6�8�)���(+ �+E���G(+& ��9770'0&(*+ �/0<<&*�00 0
9�/'&//�!

�/80 6� -�((+< �+E���0 �EW&<� n (�1-&(+ *�G&G(+& �'&(�0 �/0<<&*�00 0
9�/'&//�

~A U
 
ns�

nX
i��

Mxi � xO�� ~E U
 
ns�

nX
i��

Mxi � xO� � A M$� %O

0 04 /�&-(04 ��07<&*0G&/�04 �*�8�(&(01

s
A

U

�
CMn�  O

MnZ  OMnZ AO

����

� s
E

U

vuut �FnMn� �OMn� AO
Mn�  O�MnZ AOMnZ FO

� M$���O

*� 9<60�0G&/��. 75(�'0. /G0*�&*/. /�;8�/5KR&1/. / ;06�*&*0G&/��1 75(�'0&1
6�0 5/8��002 G*� �+E���G(+& ��9770'0&(*+ �/0<<&*�00 0 9�/'&//� �*80G�K*/. 6�
�E/�8K*(�1 �&80G0(& �* /��04 <�*&<�*0G&/�04 �=0-�(01 (& E�8&& G&< (� 5*��&((+&
/�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0.!

���0< �E��)�<2 &/80

j ~A�m
A
j � A	

A
0 j ~E �m

E
j � A� M$�� O

*� /G0*�&*/.2 G*� (58&��. ;06�*&)� /�;8�/5&*/. / 9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0!
�/80 4�*. E+ �-(� 0) 9*04 (&���&(/*� (& �+6�8(.&*/.2 *� �+-�0(5*�. (58&��.

;06�*&)� �*�8�(.&*/.!

1�����	��� #8. (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0.
�+E���G(+4 ��9770'0&(*�� �/0<<&*�00 0 9�/'&//� ���(+ (58K! ��9*�<5 ;06�*&)�
(��<�8�(�/*0 6�0(0<�&*/.2 &/80 j ~Aj � A	

A
0 j ~Ej � A!

#�/*�0(/*�� <&*�-� D 5G&* /0<<&*�00 0 ��5*�/*02 *!&! 7��<+ ��0��1!
�&-�/*�*�� D (&* /*��;�1 ��80G&/*�&((�1 �'&(�0 -�65/*0<�;� ��/4�=-&(0. <&=-5
�+E���G(+<0 ��9770'0&(*�<0 �/0<<&*�00 0 9�/'&//� 0 04 <�*&<�*0G&/�0<0
�=0-�(0.<02 *�� ��� 6���08� �*�&4 /0;<� .�8.&*/. 9<60�0G&/�0<!

��/8& 6�&-���0*&8�(�;� �+E��� )���(� ��/6�&-&8&(0. 6� �-(�<5 080 (&/��8�3
�0< 6&�&G0/8&((+< <&*�-�< �&��<&(-5&*/. 6�0<&(.*� /*��;0& ��0*&�00 /�;8�/0.!

�-&/� /8&-5&* 5G&/*�2 G*� ���<& 0)8�=&((+4 � -�((�< 6�/�E00 �/(��(+4 ��03
*&�0&� /�;8�/0. �� 0 ��0*&�0. � ��8<�;�����2 0<&&*/. �.- -�5;04 /6&'070G&/�04

 F"



��0*&�0&� /�;8�/0.2 (�6�0<&�2 ��0*&�01 "� �0)&/�3�<0�(���2 ��*��+1 � 6��*0��3
6�8�=(�/*� ��0*&�0K �� (& *�&E5&* �EW&-0(&(0. G0/8��+4 -�((+4 � ��)�.-+2 *! &!
E�8&& 6�8(� 0/6�8�)5&* 0(7��<�'0K2 /�-&�=�R5K/. � �+E���&! ���=& 0<&&*/.2 (�3
6�0<&�2 /6&'0�8�(+1 ��0*&�01 -8. 6���&��0 ;06�*&) (��<�8�(�/*0 6� /����56(�/*0
-�/*�*�G(� E�8�?�;� G0/8� �+E���� <�8�;� �EW&<�!

!�$� 0
	�������� ������ ���
���
� �
���#

��� ����
����%� 	

��
 �
�����������

��0�&-&< 6�0<&� ��)�&�(5*�;� �&?&(0.2 � ��*���< 0/6�8�)5&*/. (��<�8�(+1
)���( ��/6�&-&8&(0. 0 6�0<&(.K*/. �/(��(+& 6�(.*0. <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�02
�/(���((+& (� 6�0<&(&(00 (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.!

&��
��
��0 /�&�8&(00 J� �*�&�/*01 �-(0< 0 *&< =& /�&�8�< 0 6�/8&-5KR0<

0)<&�&(0&< -0�<&*��� �*�&�/*01 6�85G&(+ /8&-5KR0& -�((+& M� ��O ,

F�2�C F�2A$ F�2FF F�2A$ F�2A% F�2F� F�2F� F�2A� F�2A" F�2A$
F�2FF F�2A$ F�2A� F�2AF F�2A F�2A� F�2AA F�2F F�2A$ F�2A�
F�2AA F�2AJ F�2AA F�2AA F�2�J F�2A� F�2F� F�2AC F�2A� F�2A�
F�2F� F�2A$ F�2�% F�2AA F�2A F�2AA F�2AC F�2AF F�2A� F�2A�
F�2F F�2F� F�2AA F�2A" F�2AF F�2A� F�2FA F�2AF F�2A$ F�2AF
F�2AF F�2A F�2FA F�2AC F�2AF F�2AF F�2�J F�2FF F�2A� F�2AF
F�2A F�2A F�2AC F�2AF F�2�% F�2A% F�2A% F�2A" F�2A" F�2AJ
F�2AC F�2F F�2�" F�2AJ F�2A" F�2A" F�2AC F�2A$ F�2A� F�2AC

��&E5&*/.,
 ! ��/*��0*� 0(*&���8�(+& /*�*0/*0G&/�0& �.-+ ��/6�&-&8&(0. G�/*�* 0

G�/*�/*&1 (�E8K-&((+4 )(�G&(01 (&6�&�+�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X D -0�<&*���
�*�&�/*01 xi!

�! ��/*��0*� ;0/*�;��<<5 0 6�80;�( G�/*�/*&1 -0�<&*��� �*�&�/*01!
A! ��1*0 9<60�0G&/�5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. F �MxO 0 6�/*��0*� && ;��70�!
F! �+G0/80*� G0/8��+& 4����*&�0/*0�0 �+E���0 ,
D /�&-(&& ��07<&*0G&/��&Y
D �+E���G(5K -0/6&�/0KY
D �+E���G(�& /�&-(&& ���-��*0G&/��& �*�8�(&(0&Y
D �+E���G(+1 ��9770'0&(* �/0<<&*�00Y
D �+E���G(+1 ��9770'0&(* 9�/'&//�Y
D �+E���G(+1 ��9770'0&(* ���0�'00!
$! �� �0-5 ;0/*�;��<<+ 0 6�80;�(� G�/*�/*&12 � *��=& 6� )(�G&(0.< �+E�3

��G(+4 ��9770'0&(*�� �/0<<&*�00 0 9�/'&//�2 02 0/4�-. 0) <&4�(0)<� �E��)���(0.
0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ X2 /-&8�*� 6�&-���0*&8�(+1 �+E�� �0-� )���(�
��/6�&-&8&(0. 9*�1 /85G�1(�1 �&80G0(+!

C! ��1*0 *�G&G(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.

 FJ



M6�&-6�8�;�&*/.2 G*� 0//8&-5&<�. /85G�1(�. �&80G0(� ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5
)���(5O2 )�60/�*� 68�*(�/*� �&��.*(�/*0 0 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. /85G�1(�1
�&80G0(+ X!

"! ��1*0 *&��&*0G&/�0& G�/*�*+ (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.2 6���&�0*�
/�;8�/0& 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. / (��<�8�(+< )���(�< / 6�<�R�K
�/(��(+4 ��0*&�0&� /�;8�/0. @ ��0*&�0. �� �0�/�(� 0 �D��0*&�0. ��8<�;�����!

J! ��1*0 0(*&���8�(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&(0.!
#��&�0*&8�(5K �&��.*(�/*� 6�0(.*� PU  � � U �� %$!

'�(����
�� �)5G&(0& (&6�&�+�(+4 /85G�1(+4 �&80G0( (�G0(�&*/. / ;�5660����0

/*�*0/*0G&/��;� <�*&�0�8�2 *! &! / ��)E0&(0. 0(*&���8� (�E8K-&((+4 )(�G&(01
/85G�1(�1 �&80G0(+ X (� k G�/*0G(+4 0(*&���8�� ���(�1 -80(+ 0 6�-/G&*� G�/*�*
6�6�-�(0. (�E8K-&((+4 )(�G&(01 �� X � G�/*0G(+& 0(*&���8+ ;�5660����(0.!
��80G&/*�� 0(*&���8�� �+E0��&*/. 6��0)��8�(�! �E+G(� G0/8� 0(*&���8�� E+��&*
(& <&(&& $ 0 (& E�8&&  $!

��)�E�&< �&/� -0�6�)�( (�E8K-&((+4 )(�G&(01 (� $ 0(*&���8�� M��)�.-��O!
#80(5 G�/*0G(�;� 0(*&���8� �6�&-&80< 6� 7��<58&

h U
 
$
Mxmax � xminO U

 
$
MF�� FF� F�� �CO 	 �� �F�

:��(0'+ 0(*&���8�� �+E&�&< /8&-5KR0< �E��)�<! �� (�G�8� 6&���;� 0(*&���8�
6�0(0<�&< �&80G0(5 a�2 ���(5K a� U F�� �C� �� �� U F�� �F2 *�;-� 6&��+1 0(*&���8
E5-&* \F�� �FY F�� �J]2 �*���1 D \F�� �JY F�� A�] 0 *!-! a��8� 0(*&���8�� 0 ;�5660�����
0/4�-(+4 /*�*0/*0G&/�04 -�((+4 /�&-&(+ � *�E80'5!

� �&)58�*�*& 6�85G�&< /*�*0/*0G&/�01 �.- ��/6�&-&8&(0. G�/*�*,

�(*&���8+ (�E8K-&((+4 \F�2�FY \F�2�JY \F�2A�Y \F�2ACY \F�2F�Y
)(�G&(01 �� X F�2�J] F�2A�] F�2AC] F�2F�] F�2FF]
��/*�*� mi F  % A�  $  �

��(*��8� , n U
�P

i��
mi U J�!

#8. 6�85G&(0. /*�*0/*0G&/��;� �.-� G�/*�/*&1 ��)-&80< G�/*�*+ mi (� �EW&<
�+E���0 n! � �&)58�*�*& 6�85G�&< 0(*&���8�(+1 /*�*0/*0G&/�01 �.- ��/6�&-&8&(01
G�/*�/*&1!

�(*&���8+ (�E8K-&((+4 \F�2�FY \F�2�JY \F�2A�Y \F�2ACY \F�2F�Y
)(�G&(01 �� X F�2�J] F�2A�] F�2AC] F�2F�] F�2FF]

��/*�/*0
mi�n �2�$�� �2�A"% �2F��� �2 J"$ �2 �$�

����68&((+& G�/*�/*0
F �MxO �2�$�� �2�J"$ �2CJ"$ �2J"$�  2����

��(*��8� ,
�P

i��
mi�n U  !

 F%



�� #8. 6�/*��&(0. ;0/*�;��<<+ G�/*�/*&1 (� �/0 �x �*�8�-+��K*/. G�/*0G3
(+& 0(*&���8+2 (� ��=-�< 0) (04 /*��0*/. 6�.<�5;�8�(0�2 68�R�-� ��*���;� ���(�
G�/*�/*0 -�((�;� G�/*0G(�;� 0(*&���8�! �/80 G�/*�/*0 �*(&/*0 � /&�&-0(�< G�/*0G3
(+4 0(*&���8��2 *� 6�85G&((�. )�<�(5*�. 80(0. �E��)5&* ���� �	 G�/*�/*&1! ��
�0/! $! 0)�E��=&(� ;0/*�;��<<� 0 6�80;�( G�/*�/*&1!

�� �(�G&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. �+60/�(+ � 6�/8&-(&1 /*��3
�& /*�*0/*0G&/��;� �.-� ��/6�&-&8&(0. G�/*�/*&1! ��60?&< )(�G&(0. 9<60�0G&/��1
75(�'00 ��/6�&-&8&(0. � �(�80*0G&/��< �0-& ,

F �MxO U

������������
�����������

�� ����� &/80 x � F�� �FY
�� �$��� &/80 F�2�F � x � F�� �JY
�� �J"$� &/80 F�2�J � x � F�� A�Y
�� CJ"$� &/80 F�2A� � x � F�� ACY
�� J"$�� &/80 F�2AC � x � F�� F�Y
 � ����� &/80 F�2F� � x � F�� FFY
 � ����� &/80 x � F�� FF!

1�����	��� �(�G&(0. 9<60�0G&/��1 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. �*(&/&(+ �
�&�4(&1 ;��(0'& G�/*0G(�;� 0(*&���8�! :��70� 9<60�0G&/��1 75(�'00 0)�E��=&(
(� �0/! $!�!

�� � *&4 /85G�.42 ��;-� (�E8K-&((+& )(�G&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ )�-�K*/.
<(�;�)(�G(+<0 G0/8�<0 0 �EW&< �+E���0 -�/*�*�G(� �&80� Mn � �$O2 �+G0/8&(0.
-�/*�*�G(� �EW&<(+! ��9*�<5 �(�G�8& �E�)(�G0< xi D /&�&-0(� i3;� 0(*&���8�
Mi U  � $O 0 (�1-&< /�&-(KK ��07<&*0G&/�5K x 6� 7��<58&

x U
 
n

�X
i��

ximi�

�E�)(�G0< q�i U Mxi � xO mi2 q�i U Mxi � xO� mi2 q�i U Mxi � xO� mi2
q�i U Mxi � xO� mi 0 )�*&< 6&�&1-&< � �+G0/8&(0K '&(*��8�(+4 <�<&(*�� 6��.-��
k Mk U �� A� FO,

�(*&���8+
i )(�G&(01 xi mi q�i q�i q�i q�i

�� X
 F�2�F D F�2�J F�2�C F D�2AAC� �2��J� D�2���F �2����
� F�2�J D F�2A� F�2A�  % D�2JAC� �2�ACJ D�2�� C �2��� 
A F�2A� D F�2AC F�2AF A� D�2 �J� �2���$ D�2���� �2����
F F�2AC D F�2F� F�2AJ  $ Z�2$F�� �2� %F Z�2���" �2����
$ F�2F� D F�2FF F�2F�  � Z�2"C�� �2�$"J Z�2��FF �2���A

�5<<� J� �2���� �2 F�" Z�2��  �2���C

�8&-���*&8�(�2

x U
 
n

�X
i��

mixi U

 $�



mi�nh

� � �

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�B
B
B
B
B
B
B
BB
e
e
ee
T
T
T
T
TT

		

		

:0/*�;��<<� G�/*�/*&1

��80;�( G�/*�/*&1

�!$

$!�

"!$

 �!�

F�!�F F�!A� F�!F�

x

�
����� >�� 5 7
���*
���� ��������� 
 ���
*�� ���������

U
F�� �C � F Z F�� A� �  % Z F�� AF � A� Z F�� AJ �  $ Z F�� F� �  �

J�
U F�� AFFY

~D\X] U s�x U
 
n

�X
i��

Mxi � xO�mi U
��  F�"
J�

U �� �� "JFY

sx U
q
�� �� "JF U �� �F��Y

~A U
 
ns�x

�X
i��

Mxi � xO�mi U
�� �� 

J� � �� �F�� U ��  J��Y

~E U
 
ns�x

�X
i��

Mxi � xO�mi � A U
�� ���C

J� � �� �F�� � A U ��� $�JJY

Var U
sx
x

 ��_ U
�� �F��
F�� AFF

 ��_ U ��  �F"_�

�� #8. 6�&-���0*&8�(�;� �+E��� 0/��<�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �+G0/80<
�(�G�8& /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �?0E�0 �6�&-&8&(0. �/0<<&*�00

s
A

U

vuut CMn�  O
MnZ  OMnZ AO

U

s
C � "%
J � JA U �� �C$$

0 9�/'&//�

s
E

U

vuut �FnMn� �OMn� AO
Mn�  O�Mn Z AOMnZ FO

U

s
�F � J� � "J � ""
"%� � JA � JF U �� $ FJ�

��0*&�0&< ��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01 6� (��<�8�(�<5 )���(5 .�8.3
&*/. ���&(/*�� (58K �/0<<&*�00 0 9�/'&//�! �) 6�0�&-&((+4 ��/G&*�� �0-(�2 G*�
�+E���G(+& ��9770'0&(*+ �/0<<&*�00 ~A 0 9�/'&//� ~E �*80G�K*/. �* (58. (& E�8&&

 $ 



F �MxO

� � �

�

F�!�F F�!A� F�!F� x

�!�

�!F

�!C

�!J

 !�

����
�
��











�
�
�
�
�
��

�
����� >�� 5 6��


������ "����
� 
���
������
� :��������;

G&< (� 5-��&((+& /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �?0E�0 04 �6�&-&8&(0.2 G*� /��*�&*/*�53
&* (��<�8�(�<5 )���(5 ��/6�&-&8&(0.!

�0- 6�80;�(� 0 ;0/*�;��<<+ G�/*�/*&1 *��=& (�6�<0(�&* (��<�8�(5K ��0�5K
M��0�5K :�5//�O!

��=(� 6�&-6�8�=0*�2 G*� -0�<&*� �*�&�/*0. M�� XO 0)<&(.&*/. 6�- �80.(0&<
E�8�?�;� G0/8� 7��*����2 6�0<&�(� ���(�)(�G(+4 6� /08& M0)<&(&(0& *&<6&��*5�+
/�&�8� 080 )�;�*���02 �0E��'00 )�;�*���02 �0E��'00 /�&�8�2 0)<&(&(0& <&4�(0G&/�04
080 40<0G&/�04 /��1/*� )�;�*���0 0 *! -!O! ��9*�<52 0/4�-. 0) �*&4(�8�;00�
7��<0����(0. �� X2 *!&! <&4�(0)<� �E��)���(0. �*�8�(&(01 -0�<&*��� �*�&�/*01 �*
(&��*���;� (�<0(�8�(�;� )(�G&(0.2 <�=(� 6�&-6�8�=0*�2 G*� )���( ��/6�&-&8&(0.
-0�<&*��� �*�&�/*01 .�8.&*/. (��<�8�(+<!

�� �8�*(�/*� �&��.*(�/*0 (��<�8�(�;� )���(� 0<&&* �0-

fMxO U
 p
�
 	

exp

�
� Mx� aO�

�	�

�
�

��1-&< *�G&G(+& �'&(�0 ~a 0 ~	 6���<&*��� a 0 	 (��<�8�(�;� )���(�
��/6�&-&8&(0. <&*�-�< <�<&(*��,

~a U x U
 
n

�X
i��

ximi U F�� AFF M��OY

~	 U s U

vuut 
n

�X
i��

Mxi � xO�mi U �� �F�� M��O�

�8&-���*&8�(�2 68�*(�/*� �&��.*(�/*0 6�&-6�8�;�&<�;� (��<�8�(�;� )���(�
��/6�&-&8&(0. 0<&&* �0-

fMxO U
 p

�
 �� �F��
exp

�
�Mx� F�� AFFO�

� � �� �F���
�
�

 $�



P5(�'0. ��/6�&-&8&(0. 6�&-6�8�;�&<�;� (��<�8�(�;� )���(�

F MxO U
 p

� 
 �� �F��

xZ
��

exp

�
�Mx� � F�� AFFO�

�� ��A$C"

�
dx��

�/6�8�)5. 75(�'0K ��68�/� cMxO2 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. (��<�8�(�;� )���(�
<�=(� )�60/�*� � �0-&

F MxO U
 
�
Z c

�
x� F�� AFF
�� �F��

�
�

�� ����&-&< -&*�8�(5K 6���&��5 ;06�*&)+ � ��/6�&-&8&(00 �� X M-0�<&*��
�*�&�/*01O 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / 6�<�R�K ��0*&�0. /�;8�/0. ��!

#8. 9*�;� 0(*&���8+ (�E8K-&((+4 )(�G&(01 �*(��<0�5&<2 *!&! �+��)0< 04 �
&-0(0'�4 /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�(&(0. s,

ui U
xi � x

s
�

6�0G&< (�0<&(�?&& )(�G&(0& ui 6�0<&< ���(+< ��2 � (�0E�8�?&& ���(+< Z�!
#�8&& �+G0/80< �&��.*(�/*0 6�6�-�(0. �� X2 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5

)���(5 / 6���<&*��<0 a U F�� AFF 0 	 U �� �F�2 � G�/*0G(+& 0(*&���8+ \xi��Y xi] 6�
7��<58&

pi U Pr Mxi�� � X � xiO U cMuiO� cMui��O�

;-& cMzO D 75(�'0. ��68�/�

cMzO U
 p
�


Z z

�
expM�t���O dt�

��6�0<&�2 �&��.*(�/*� *�;�2 G*� �� X M-0�<&*� �*�&�/*01O 6�6�-&* � 6&��+1
G�/*0G(+1 0(*&���8 M��Y F�� �J]2 ���(�

p� U PrM�� � X � F�� �JO U

U c

�
F�� �J� F�� AFF

�� �F��

�
� c

���� F�� AFF
�� �F��

�
U

U cM�O� cM � $ CCO U
 
�
� �� FA$� U �� �CFJ�


(�8�;0G(�
p� U PrMF�� �J � X � F�� A�O U

U c

�
F�� A�� F�� AFF

�� �F�

�
� c

�
F�� �J� F�� AFF

�� �F�

�
U

U cM��� $CJ$O� cM� � $ $$O U �� FA$ � �� � $ U �� ����

0 *�� -�8&& -8. p�2 p�2 p�!
��/8& 9*�;� �+G0/80< *&��&*0G&/�0& G�/*�*+ (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&3

(0. n���
 U npi 0 (�E8K-�&<�& )(�G&(0& ��0*&�0. ��

��
���� U

�X
i��

Mmi � npiO�

npi
�

 $A



��*&< 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$
0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k � r �  Mk U $ D G0/8� 0(*&���8��2 r U � D G0/8�
6���<&*��� 6�&-6�8�;�&<�;� )���(� ��/6�&-&8&(0. �� XO (�1-&< M/<! 6�08�=&(0&O
��0*0G&/��& )(�G&(0& ��

�
��� �!
�/80 ��

���� � ��
�
��� �2 *� 6�0<&<2 G*� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. ;06�*&)+ �

��/6�&-&8&(00 -0�<&*��� �*�&�/*01 6� (��<�8�(�<5 )���(5!
� 6��*0�(�< /85G�&2 *! &! &/80 ��

���� � ��
�
��� � 2 /G0*�&*/.2 G*� ;06�*&)�

��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01 6� (��<�8�(�<5 )���(5 (& /�;8�/5&*/. /
9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0!

�+G0/8&(0.2 (&�E4�-0<+& -8. �6�&-&8&(0. (�E8K-�&<�;� )(�G&(0. ��
���� �+E�3

��G(�1 /*�*0/*0�0 ��2 /�&-&(+ � *�E80'52 � ��*���1 �E�)(�G&(�, Q�i U Mmi � npiO�

0 R�i U Mmi � npiO��MnpiO!
1�����	��� ��0 6�/*��&(00 *�E80'+ (�0<&(�?&& )(�G&(0& /*�(-��*0)���((�1

6&�&<&((�1 MF�� �F�F�� AFFO��� �F� U ��� FJ )�<&(&(� (� ��2 � (�0E�8�?&& )(�G&(0&
MF�� FF � F�� AFFO��� �F� U Z�� �% )�<&(&(� (� �! H*� )�<&(� 6��0)�&-&(� -8. *�;�2
G*�E+ /5<<� *&��&*0G&/�04 G�/*�* npi E+8� ���(� �EW&<5 �+E���0!

�(*&���8+ ��/D ���<0����(3
i (�E8K-&((+4 *�*+ (+& 0(*&�3 pi npi Q�i R�i

)(�G&(01 X mi ��8+ uiY ui��

 F�2�FDF�2�J F ��Y� � $ $� �2�CFJ $2 JC�  2F�C" �2�" �
� F�2�JDF�2A�  % � � $ $�Y��� $CJ� �2����  "2C�A  2%$ F �2  �%
A F�2A�DF�2AC A� ��� $CJ�Y �� A"JJ �2AC�C �%2� �" J2%A$C �2A�J�
F F�2ACDF�2F�  $ �� A"JJY  � A�$J �2�C�� ��2J� A AA2C$$�  2C "%
$ F�2F�DF�2FF  �  � A�$JY � �2�%�$ "2A%J% C2"C$% �2% FF

�5<<� J�  2���� J�2���� A2���$

�*��2 � �&)58�*�*& �+G0/8&(01 6�85G0<

��
���� U

�X
i��

R�i U A� ���$�

��1-&< *&6&�� 6� *�E80'& ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� 5���(K )(�G0<�/*0
� U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k�r� U $��� U � ��0*0G&/��& )(�G&(0&
��
�
��� � U $� %% M/<! 6�08�=&(0&O!

��� ��� ��
���� U A� ���$ � $� %%2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. ;06�*&)+ �

(��<�8�(�< )���(& ��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01!

#�8&& 6���&�0< ;06�*&)5 ��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01 6� (��<�8�(�<5
)���(5 / 6�<�R�K �3��0*&�0. ��8<�;�����! � 9*�1 '&8�K -8. ��=-�;� )(�G&(0.
xi (�1-&< <�-58� ��)(�/*0 <&=-5 9<60�0G&/��1 0 *&��&*0G&/��1 75(�'0.<0
��/6�&-&8&(01 jF �MxO � F MxOj 0 �+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1
/*�*0/*0�0 � ��8<�;�����,

����� U D
p
n U max

x
jF �MxO� F MxOj pn�

��E8K-�&<�& )(�G&(0& /*�*0/*0�0 � ��8<�;����� /���(0< / ��0*0G&/�0<
)(�G&(0&<2 �6�&-&8.&<+< 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ M/<! 6�08�=&(0&O!

 $F



�/80 ����� � ��
��2 *� /G0*�&*/.2 G*� ;06�*&)� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0.
0//8&-5&<�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ /�;8�/5&*/. / 9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<02 &/80
=& ����� � ��
��2 D (& /�;8�/5&*/. / 9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0!

��8�)5./� �3��0*&�0&< /�;8�/0. ��8<�;�����2 6���&�0< ;06�*&)5 (��<�8�(�;�
��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01! �/& �/6�<�;�*&8�(+& ��/G&*+2 ��*��+& (&�E3
4�-0<+ -8. �+G0/8&(0. �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 � U D

p
n2 /�&-&< � *�E80'52 �

��*���1 �E�)(�G&(� m��!�" D (���68&((+& 9<60�0G&/�0& G�/*�*+Y p��# D �&��.*(�/3
*0Y DMxO U jF �MxO� F MxOj D *&�5R01 <�-58� ��)(�/*0!

�(*&���8+ ��/*�*+
i )(�G&(01 mi m��!�" p��# F �MxO F MxO DMxO

�� X
 F�2�FDF�2�J F F �2�CF �2�$�� �2�CFJ �2� FJ
� F�2�JDF�2A�  % �A �2��� �2�J"$ �2�JF% �2���C
A F�2A�DF�2AC A� $$ �2ACF �2CJ"$ �2CF"$ �2�F��
F F�2ACDF�2F�  $ "� �2�C� �2J"$� �2%�"$ �2�A�$
$ F�2F�DF�2FF  � J� �2�%�  2����  2���� �2����

�5<<� J�

���/<�*�0��. 6�/8&-(01 /*�8E&' *�E80'+2 )�<&G�&<2 G*� (�0E�8�?01 <�-58�
��)(�/*0 <&=-5 9<60�0G&/��1 0 *&��&*0G&/��1 75(�'0.<0 ��/6�&-&8&(0. /�/*��8.3
&*

D U max
x
jF �MxO� F MxOj U �� �F��

�+G0/80< (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 � ��8<�;����� ,

����� U D
p
n U �� �F�

p
J� U �� A$J�

��0<&< 5���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$! �� *�E80'�< ���(*08&1 �3��/6�&-&8&(0.
��8<�;����� M/<! 6�08�=&(0&O 6� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ (�4�-0< �&80G0(5 D
��0*0G&/��& )(�G&(0& ��
�� U  � A$J! ��� ��� ����� U �� A$J �  � A$J2 *� (&* �/(���(0.
-8. �*�8�(&(0. ;06�*&)+ � (��<�8�(�< )���(& ��/6�&-&8&(0. -0�<&*��� �*�&�/*01!

#8. 6�/*��&(0. (��<�8�(�1 ��0��1 0) /&�&-0( G�/*0G(+4 0(*&���8�� ��//*�3
(��0< 6&�6&(-0�58.�+ �+/�*�1 pi�h Mpi D �&��.*(�/*� 6�6�-�(0. �� X � G�/*0G(+1
0(*&���82 h D -80(� 0(*&���8�O! �� �0/! $!A ��('+ 9*04 6&�6&(-0�58.��� �*<&G&(+
��5=��<0! ��85G&((+& *�G�0 /�&-0(&(+ 68��(�1 ��0��1!

����(&(0& ;0/*�;��<<+ 0 (��<�8�(�1 ��0��1 (�;8.-(� 6���)+��&*2 G*� (��3
<�8�(�. ��0��. 4���?� /;8�=0��&* ;0/*�;��<<5 �*(�/0*&8�(+4 G�/*�*!

�� ��1-&< 0(*&���8�(+& �'&(�0 6���<&*��� (��<�8�(�;� )���(� ��/6�&-&8&3
(0.!

#8. (�4�=-&(0. -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8�2 ��*��+1 /�-&�=0* <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& -0�<&*��� �*�&�/*0. MXO2 (�1-&< 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0.
�*�K-&(*� 6� )�-�((�1 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0 PU  �� U �� %$ 0 G0/85 /*&6&(&1
/��E�-+ 
 U n�  U J��  U "% ���(*08� t���� � U t�
���� �� U  � %%!

�+G0/80< 6�&-&8�(5K 6�;�&?(�/*� 0(*&���8�(�;� �'&(0��(0.

� U t���� �
sp
n

U  � %% � �� �F�p
J�

U �� ��%�

 $$



mi�nh

� � �

�

�!$

$!�

"!$

F�!�F F�!A� F�!F� x

�

�

� �

�
x

x U F��AFF

�
����� >�8 5 7
���*
���� 
 ��
������� �

���

�� �/(���(00 7��<58+ x� � � a � xZ � (�1-&<2 G*� 0/��<+1 -��&�0*&8�(+1
0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. ���&(

F�� AFF� �� ��% � a � F�� AFF Z �� ��%�

�*��2 6�85G�&< -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0.

F�� AA$ � a � F�� A$A�

�<+/8 6�85G&((�;� �&)58�*�*�, &/80 E5-&* 6��0)�&-&(� -�/*�*�G(� E�8�?�&
G0/8� �+E���� 6� J� /�&�8&(01 �*�&�/*012 *� � %$_ 0) (04 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8
(����&* <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& -0�<&*�� �*�&�/*0. 0 *�8��� � $_ /85G�&�
<�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& <�=&* �+1*0 )� ;��(0'+ -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8�!

#8. (�4�=-&(0. -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8�2 /�-&�=�R&;� (&0)�&/*(�& /�&-(&&
���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	 / )�-�((�1 �&��.*(�/*�K PU  � � U �� %$2 (�1-&<
6� *�E80'�< ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0
PU  � � U �� %$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n �  U J� �  U "% -�� G0/8�,
�� U �� J" 0 �� U  �  J!

�� �/(���(00 7��<58+ ��s � 	 � ��s (�1-&<2 G*� 0/��<+1 -��&�0*&8�(+1
0(*&���8 ���&(

�� J" � �� �F� � 	 �  �  J � �� �F��
�*��2 6�85G�&< -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�3

(&(0.
�� �A" � 	 � �� �$��

��85G&((+1 �&)58�*�* �)(�G�&*2 G*� &/80 E5-&* 6��0)�&-&(� -�/*�*�G(�
E�8�?�& G0/8� �+E���� 6� J� /�&�8&(01 �*�&�/*012 *� � %$_ 0) (04 -��&�0*&8�(+1
0(*&���8 (����&* /�&-(&& ���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	 0 *�8��� � $_ /�&-(&&
���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& 	 <�=&* �+1*0 )� ;��(0'+ -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8�!

 $C



!�&� �������

&��
�� *� 
�<&K*/. -�((+& � ��/6�&-&8&(00 *�8R0(+ X  ���� E�E�� M� ��O ,

� 0(*&���8�  � A F $ C " J
G�/*�*� A�  �A �A% C�F   J"  C$�  JJA  %A�

� 0(*&���8� %  �    �  A  F  $  C
G�/*�*�  CAJ   A� "A" F�" ��   � $" A�

�-&/� 6&��+1 0(*&���8 @ )(�G&(0. X2 <&(�?0& "2�� ��2 �*���1 @ "2��D"2�$2
*�&*01 @ "2�$D"2$� 0 *!-!

��&E5&*/. 6���&�0*�2 /�;8�/5&*/. 80 *�8R0(� E�E�� � �+E���& / 6�&-6�8�=&3
(0&<2 G*� 9*�* 6�0)(�� � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 ��/6�&-&8&( 6� (��<�8�(�<5
)���(5 Q

'�(����
��� ��� � 0/4�-(+4 -�((+4 � 6�0<&�5 �*/5*/*�5K* /�&-&(0. � 6���<&*��4

(��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0.2 *� � ��G&/*�& 6���<&*�� X 0/6�8�)5&< �X2 )(�G&(0&
��*���;� � -�((�< /85G�& ���(� J2$C�2 � )� ;&(&��8�(5K -0/6&�/0K D &L (&/<&R&((5K
�'&(�5

s� U
n

n�  
	� U �� AJAA�

�*�5-� s U �2C % !
��4�-0< �&80G0(+ npi -8. ��=-�;� 0) 0(*&���8��!
���0< �E��)�<2 6�85G0< /8&-5KR01 �.- *&��&*0G&/�04 G�/*�* ,

C%2%Y  AF2JY A A2$Y C��2JY  �FC2CY  $��2AY  JAC2�Y  % �2AY

 C%�2AY  �"C2AY J %2CY FFJ2 Y ��J2CY J�2CY �"2JY  �2$!

����=&<2 ��� 6��0)��-0*/. ��/G&* (� 6�0<&�& �*���;� 0(*&���8� ,

np� U  ���� � PrM"� �� � X � "� �$O U

U  ���� �
�
c

�
"� �$� J� $C�

�� C %

�
� c

�
"� ��� J� $C�

�� C %

�

U  AF� J�

��9*�<5

��
� U

MA�� C%� %O�

F%� A
Z

M �A�  AF� JO�

 AF� J
Z � � �Z M$"� �"� JO�

�"� J
Z

MA��  �� $O�

J�  
�

G*� -�&* ��
� U  %�� %%!

��� ��� -�� 6���<&*�� ;&(&��8�(�;� ��/6�&-&8&(0. E+80 (�1-&(+ 6� �+E���&2
*� s U �2 � G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ k D s D  U  C D � D  U  A! ��0 � U �2� ;��(0'&1
��0*0G&/��1 �E8�/*0 .�8.&*/. �� U �"2CJJ!

��� ��� ��
� U  %�� %% � �"� CJJ2 *� ;06�*&)� � *�<2 G*� /85G�1(�. �&80G0(� X

M*�8R0(� E�E�� � �+E���&O � ;&(&��8�(�1 ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(52 (&
6�-*�&�-08�/�!

 $"



&��
�� *�!
� 6&��+4 -�54 /*�8E'�4 *�E80'+ 6�0�&-&(+ -�((+& �E �*��)�4 �66���*5�+ )�

 ���� G�/�� ��E�*+! �ER&& G0/8� �E/8&-���((+4 9�)&<68.��� �66���*5�+ n U "$"Y
6�0 9*�< (�E8K-�8/. � � F�" Z  � �A$ Z � � "� Z A � � Z F �  Z $ �  U F$ �*��)�

��0(.� 5���&(� )(�G0<�/*0 � U �� � 2 6���&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� G0/8�
�*��)�� 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �5�//�(� ,

pk U Pr\X U k] U
�k

kd
expM��O� k U ��  � �� � � � �

'�(����
� ��G&/*�& �'&(�0 ~� 6���<&*�� � 0/6�8�)5&< /�&-(&& G0/8� �*��)�� ,

~� U F$ �"$" U �� $%C�

�� *�E80'& ��/6�&-&8&(0. �5�//�(� / � U �� $%C (�4�-0< �&��.*(�/*0 pk 0
�=0-�&<�& G0/8� /85G�&� / k �*��)�<0 M*�&*01 0 G&*�&�*+1 /*�8E'+ *�E80'+O!

�0/8� ��80G&/*�� �&��.*(�/*� �=0-�&<�&
�*��)�� /85G�&� / k pk U

�
���k

k�
expM��� $%CO G0/8� /85G�&� /

k �*��)�<0 nk k �*��)�<0 npk
� F�" �2$$  F "
 �A$ �2A�JF �F%
� "� �2�%"J "F
A � �2� %F  $
F  �2���% �
$  �2���A �

#8. k U F 0 $ )(�G&(0. npk � $2 6�9*�<5 �EW&-0(.&< 9*0 /*���0 /� /*����1
-8. k U A!

� �&)58�*�*& 6�85G�&< )(�G&(0.2 6�0�&-&((+& � *�E80'& ,

k nk npk Mnk � npkO��npk
� F�" F " �2�A�
 �A$ �F% �2"F�
� "� "F �2�$C

 A �A  "  2%% 

�<&&<

��
���� U

�X
k��

Mnk � npkO�

npk
U A� � "�

��� ��� 6� �+E���& �'&(0��8/. �-0( 6���<&*� � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02
*� l U  2 G0/8� /*&6&(&1 /��E�-+ ���(� F D  D  U �! �� *�E80'& ���(*08&1 ��3
��/6�&-&8&(0. (�4�-0< ��

�
��� � U %2� !
�*��2 0<&&< ��

���� � ��
�
��� �! �8&-���*&8�(�2 6�0 -�((�< 5���(& )(�G0<�/*0

;06�*&)� � ��/6�&-&8&(00 G0/8� �*��)�� 6� )���(5 �5�//�(� 6�0(0<�&*/.!

 $J



&��
�� *�"
�&)58�*�*+ 0//8&-���(0. 6��G(�/*0 (� /=�*0& M/85G�1(�. �&80G0(� XO ���

�E��)'�� E&*�(� 6�&-/*��8&(+ � �0-& /;�5660����((�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-�!

i �(*&���8+ 6��G(�/*02 � /��� ��/*�*+ mi

  %�D���  �
� ���D� � �C
A � �D��� $C
F ���D�A� CF
$ �A�D�F� A�
C �F�D�$�  F

��&E5&*/. 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 � (��<�8�(�< )���(& ��/6�&-&8&(0.
6��G(�/*0 (� /=�*0&! 
���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� � U �� �$!

'�(����
�) 5/8��0. /8&-5&*2 G*� *�G(+& 6���<&*�+ ;06�*&*0G&/��;� (��<�8�(�;�

)���(� (�< (&0)�&/*(+2 6�9*�<5 (58&�5K ;06�*&)5 /8��&/(� <�=(� /7��<580����*�
/8&-5KR0< �E��)�<, fH�,F MxO �������� ��	�"��� 	������	� � ����������	��g /
6���<&*��<0 M\X] U ~a 0 D\X] U ~	� U s�!

#8. 6���&��0 9*�1 (58&��1 ;06�*&)+ �6�&-&80< )(�G&(0& x�i /&�&-0( 0(*&���8��
0 (�1-&< *�G&G(+& �'&(�0 <�*&<�*0G&/��;� �=0-�(0. 0 /�&-(&;� ���-��*0G&/��;�
�*�8�(&(0. (��<�8�(� ��/6�&-&8&((�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ 6� 7��<58�< Mn U ���O,

~a U x U
 

���

�X
i��

x�imi U

U
 %$ �  � Z ��$ � �C Z � $ � $C Z ��$ � CF Z �A$ � A� Z �F$ �  F

���
U �� � ����Y

~	� U s� U
 

���

�X
i��

Mx�i � xO�mi U

U
 
���

\M��CO� �  � Z M� CO� � �C Z M�CO� � $C Z F� � CF Z  F� � A� Z �F� �  F] U  $�Y

~	 U s U
p
 $� U  �� AA � �����

�+G0/80< *&��&*0G&/�0& �&��.*(�/*0 pi 6�6�-�(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ X �
G�/*0G(+& 0(*&���8+ \xi��Y xi] 6� 7��<58&

pi U Pr Mxi�� � X � xiO U cMuiO� cMui��OY i U  � �� � � � � k�

;-&

ui U
x�i � x

s
Y cMuO U

 p
�


Z u

�
expM�t���O dt�

#�8�(&1?0& �+G0/8&(0.2 (&�E4�-0<+& -8. �6�&-&8&(0. (�E8K-�&<�;� )(�G&(0.
�+E���G(�1 /*�*0/*0�0 ��2 /�&-&(+ � *�E80'&2 � ��*���1 �E�)(�G&(� Qi U Mmi�npiO�
0 Ri U Mmi � npiO��npi!

 $%



i �(*&���8+ 0)<&(&(0. mi pi npi Qi Ri

  %�D���  � �2�FFA J2J$�"  2A��J �2 F%�
� ���D� � �C �2 F % �J2A"C% $2CF%C �2 %% 
A � �D��� $C �2�J $ $C2A�"J �2�%F" �2�� "
F ���D�A� CF �2�%%C $%2%�$F  C2C��C �2�"" 
$ �A�D�F� A� �2 "  AF2� �  "2"�FJ �2$ J 
C �F�D�$�  F �2�C "  �2A�%� �2"% " �2��CF

�5<<+, ���  2���� ���2�� FF2 JF�  2A" C

� �&)58�*�*& �+G0/8&(01 (�4�-0<, ��
���� U  � A"!

1�����	��� ��� ��� /85G�1(�. �&80G0(� X2 ��/6�&-&8&((�. 6� (��<�8�(�<5
)���(52 �6�&-&8&(� (� M��Y �O2 *� (�0<&(�?&& )(�G&(0& /*�(-��*0)���((�1
6&�&<&((�1 M %� � �� O� �� AA U ��� $ )�<&(&(� (� ��2 (�0E�8�?&& )(�G&(0&
M�$�� �� O� �� AA U �� A$ )�<&(&(� (� Z�!

�� *�E80'& ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0
� U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k� r�  U C� ��  U A (�1-&< ��0*0G&/��&
)(�G&(0& ��

�
��� � U "� J�!
��� ��� ��

���� U  � A" � "� J�2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. (58&��1
;06�*&)+ � (��<�8�(�< )���(& ��/6�&-&8&(0. 6�&-&8� 6��G(�/*0 (� /=�*0& /
6���<&*��<0 a U �� 0 	� U  $�!

&��
�� *�)
� *&G&(0&  �� -(&1 70�/0����8�/� ��80G&/*�� ����01 ��-�6����-(�1 /&*0 �

(&��*���< ��1�(& ;���-�! ��85G&(+ /8&-5KR0& G0/8��+& -�((+& ,

�0/8� ����01 M�� XO �  � A F $
��/*�*+ mi J �J A  J % C

n U
P

imi U  ��

��&E5&*/. 6���&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� ��/6�&-&8&(0& G0/8� ����01 ��-�3
6����-(�1 /&*0 ;���-� 6�-G0(.&*/. )���(5 �5�//�(�! 
���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*�
� U �� �$!

'�(����
�) 5/8��0. /8&-5&*2 G*� (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH�, ��	�"��

����������	�� F MxO ����� ������ ����� ���g

F MxY�O U
xX

i��

�i

id
expM��O

/ 6���<&*��<

~� U x U
 
n

�X
i��

mixi U
J � � Z �J �  Z A � � Z  J � A Z % � F Z C � $

 ��
U ��  �

�+G0/80< *&��&*0G&/�0& �&��.*(�/*0 pi 6�.�8&(0. ���(� xi ����01 � *&G&(0&
n -(&1 6� 7��<58& �5�//�(� ,

pi U PnMxiO U
 
xid

�xi expM��OY xi U ��  � �� A� F� $�

 C�



#�8�(&1?0& �+G0/8&(0. /��-0< � *�E80'5!

�0/8� ����01 xi mi pi npi Mmi � npiO� Mmi � npiO��npi
� J �2 ��$  �2�$  J2�A  2F"
 �J �2�$"� �$2"� $2�� �2��
� A �2�"�� �"2��  $2%% �2$%
A  J �2 J%�  J2%� �2J �2�F
F % �2�%%� %2%� �2J$ �2�%

 $ C �2�C� C2� �2�$ �2� 

�5<<+,  ��  2����  ��2� FF2�$ �2F�

� �&)58�*�*& �+G0/8&(01 (�4�-0< ��
���� U �� F�!

�� *�E80'& ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. 6� )�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0
� U �� �$ 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U k� r�  U C�  �  U F (�1-&< ��0*0G&/��&
)(�G&(0& ��

�
��� � U %� F%!
��� ��� ��

���� U �� F� � %� F%2 *� (&* �/(���(01 -8. �*�8�(&(0. ;06�*&)+ �
*�<2 G*� )���( ��/6�&-&8&(0. G0/8� ����01 ��-�6����-(�1 /&*0 .�8.&*/. )���(�<
�5�//�(� / 6���<&*��< � U ��  !

&��
�� *�*
��0 0//8&-���(00 6�&-&8� 68�/*0G(�/*0  $ �E��)'�� �6�&-&8&((�;� /��*� /*�80

6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ M� � /���O ,

A$F�2 A$J�2 A$"�2 A$C�2 A$��2 AC �2 A"��2

ACF�2 AC��2 AC$�2 A"$�2 A$%�2 AC��2 A$$�2 A""�!

��0 -�6�8(0*&8�(�< *&4(�8�;0G&/��< 6��'&//&2 ��*��+1 6�&-6�8�=0*&8�(�
6�0�&-&* � 5�&80G&(0K 6�&-&8� 68�/*0G(�/*02 6�85G&(+ -8. *&4 =& �E��)'��
/8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

A$J�2 A$"�2 ACJ�2 AJJ�2 A$A�2 ACJ�2 A"A�2

A"��2 AC"�2 A" �2 AJ �2 ACC�2 A""�2 ACF�2 AC"�!

����&�0*� / 6�<�R�K ��0*&�0. )(���� ;06�*&)52 G*� 6�&-&8 68�/*0G(�/*0
/*�80 6�0 6���&-&(00 -�6�8(0*&8�(�;� *&4(�8�;0G&/��;� 6��'&//� 5�&80G08/.!

���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� � -�((�1 )�-�G& � U �� �$!

'�(����
�7��<580�5&< (58&�5K ;06�*&)5 fH� , F MxO U F MyOg @ 6�&-&8 68�/*0G(�/*0

0//8&-5&<�;� /��*� /*�80 (& <&(.&*/. 6�0 6���&-&(00 -�6�8(0*&8�(�;� *&4(�8�;0G&/3
��;� 6��'&//�! �E�)(�G0< )(���< �Z� ��)��/*�(0& 6�&-&8� 68�/*0G(�/*02 � )(���<
�D� @ 5<&(�?&(0& 6�&-&8� 68�/*0G(�/*02 �+)��((�& -�6�8(0*&8�(+< 6��'&//�<!
��85G�&< /8&-5KR5K 6�/8&-���*&8�(�/*� )(����,

Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

�0/8� )(���� �D� /�/*��8.&* r U �!
��1-&< 6� *�E80'& ��0*0G&/�04 )(�G&(01 G0/8� )(���� M/<! 6�08�=&(0&O 6�

)�-�((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ 0 �EW&<5 �+E���0 n U  $ ��0*0G&/��&
)(�G&(0& r�
n U r�
��� �� U A!

��� ��� r���� U � � A2 *� (58&��. ;06�*&)� �*�8�(.&*/.! #�5;0<0 /8���<02

 C 



/G0*�&*/. /*�*0/*0G&/�0 5/*�(��8&((+<2 G*� -�6�8(0*&8�(+1 6��'&// 6�0��-0* �
5�&80G&(0K 6�&-&8� 68�/*0G(�/*0 -�((�;� /��*� /*�80!

&��
�� *�+
�) *&�5R&1 6��-5�'00 *����(�;� /*�(��3��*�<�*�2 (�/*��&((�;� (� �E��E�*�5

)�-�((�1 -&*�802 �).*+ -�& �+E���0 �EW&<� n� U  $� 0 n� U  ��! �&���. �+E����
6��0)�&-&(� � (�G�8& /<&(+2 � �*���. D 6�/8& -�54 G�/�� ��E�*+ /*�(��! �&)58�*�*+
0)<&�&(01 �*�8�(&(01 ��(*��80�5&<�;� ��)<&�� M�� XO �* (�<0(�8� � <0���<&*��4
6�0�&-&(+ � *�E80'&!

�(*&���8+ ��/*�*� ��/*�*�
0)<&(&(0. �� X2 ��� � �+E���& � 2 m�j � �+E���& ��2 m�j

D $Y D �  � �
D �Y D$ �" "
D$Y � FA  "
�Y $ AJ A�
$Y  � �A �%
 �Y  $ J  $
 $Y ��   
��Y �$ �  
�5<<�,  $�  ��

��&E5&*/. / 6�<�R�K �3��0*&�0. �<0�(���3��8<�;����� M<�-&8� �O 6���&�0*�
(58&�5K ;06�*&)5 � *�<2 G*� ��/6�&-&8&(0& 6�;�&?(�/*&1 �E��E�*�0 /*�(��3��*�<�*�
� *&G&(0& 0//8&-5&<�;� 6��<&=5*�� ��&<&(0 �60/+��&*/. �-(�1 0 *�1 =& 75(�'0&1
��/6�&-&8&(0.! ��0(.*� 5���&(� )(�G0<�/*0 � U �� �$!

'�(����
��;8�/(� 5/8��0K 6�0<&��2 (&�E4�-0<� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� ,

F�MxO U F�MxOg M���"��� �� ������	�� ������� 	� ��		�� ���	��!�������� ��������
���������� �� �����	�O! �+G0/8&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0 D� U max

x
jF �

� MxO �
F �

� MxOj 6�0�&-&(� � *�E80'&2 � ��*���1 m�j 0 m�j D G�/*�*+2 n�j 0 n�j D (���68&((+&
G�/*�*+2 F �

� MxO U n�MxO�n� 0 F �
� MxO U n�MxO�n�!

xi�� m�i m�i n�MxO n�MxO F �
� MxO F �

� MxO jF �
� MxO� F �

� MxOj
D �  � �  � � �2�C" �2��� �2�C"
D$ �" " A" " �2�F" �2�"� �2 ""
� FA  " J� �F �2$AA �2�F� �2�%A
$ AJ A�   J $F �2"J" �2$F� �2�F"
 � �A �%  F JA �2%F� �2JA� �2  �
 $ J  $  F% %J �2%%A �2%J� �2� A
��    $� %%  2��� �2%%� �2� �
�$ �   $�  ��  2���  2��� �2���


(�80)0�5. 6�/8&-(01 /*�8E&' -�((�1 *�E80'+2 )�<&G�&<2 G*� (�0E�8�?01
<�-58� ��)(�/*0 <&=-5 9<60�0G&/�0<0 75(�'0.<0 ��/6�&-&8&(0. F �

� MxO 0 F �
� MxO

���&( D� U max
x
jF �

� MxO� F �
� MxOj U �� �%A!

 C�



��� ���
n U

n� � n�

n� Z n�
U

 $� �  ��
 $� Z  ��

U C��

*� (�E8K-�&<�& )(�G&(0& �+E���G(�1 /*�*0/*0�0

����� U D�
p
n U �� �%A

p
C� U �� �"��

�� *�E80'& ���(*08&1 �3��/6�&-&8&(0. �<0�(���D��8<�;����� -8. )�-�((�;�
5���(. )(�G0<�/*0 � U �� �$ (�1-&< ��0*0G&/��& )(�G&(0& ��
�� U  � A$J!

��� ��� ����� U �� �"� �  � A$J2 (58&�5K ;06�*&)5 /8&-5&* �*�8�(0*�!
���0< �E��)�<2 (&8�). 5*�&�=-�*�2 G*� 6�;�&?(�/*0 �E��E�*�0 � *&G&(0& 0/3

/8&-5&<�;� 0(*&���8� ��&<&(0 �60/+��K*/. �-(�1 0 *�1 =& 75(�'0&1 ��/6�&-&8&(0.!
#�5;0<0 /8���<02 6�85G&((+1 �&)58�*�* ;����0* � *�<2 G*� 6��'&// 0);�*��8&(0.
-&*�8&1 (� /*�(�&3��*�<�*& (& .�8.&*/. 5/*�1G0�+< �� ��&<&(0!

&��
�� *�,
��<68&�*5KR0& 0)-&80. �-(�;� (�0<&(���(0. 6�/*56�K* / *�&4 6�&-6�0.*01,

A2 B 0 C! �&)58�*�*+ 6���&��0 0)-&801 6�0�&-&(+ � /8&-5KR&1 *�E80'& M-8.
6�/*��R0��� A2 B 0 CO ,

�&)58�*�*+ 6���&��0 A B C �/&;� MviO
:�-(+& �% AJ $A  ��

�&;�-(+&  � "  �
�/&;� MujO A� F� C�  A�

��0(.� 5���&(� )(�G0<�/*0 � U ��  �2 �+./(0*�2 <�=(� 80 /G0*�*�2 G*�
��G&/*�� 0)-&801 (& )��0/0* �* 6�/*��R0�� Q

'�(����
����&�0< ;06�*&)5 H� � (&)��0/0<�/*0 -�54 6�0)(���� , ��G&/*�� 0)-&80. X 0

<&/*� &;� 0);�*��8&(0. Y! #8. 9*�;� 6� ��0*&�0K �� 0/6�8�)5&< /*�*0/*0�5

�� U
kX

i��

lX
j��

Mnij � �nijO�

�nij
� M O

�-&/� nij D G0/8� 0/4�-��2 � ��*��+4 �&�80)���8�/� �G&�&-(�& /�E+*0&
fX U xi 0 Y U yjg2 �nij U npij D �=0-�&<+& G�/*�*+2 pij D �=0-�&<+& G�/*�/*0!
� ��<��4 ;06�*&)+ � (&)��0/0<�/*0 6�0)(���� X 0 Y 0<&&< pij U pipj2 ;-& pi D
�&��.*(�/*0 6�6�-�(0. X � i31 0(*&���8 Mi U  � � � � � kO2 pj D �&��.*(�/*0 6�6�-�(0.
Y � j31 0(*&���8 Mj U  � � � � � lO2 /��*�&*/*�&((�!

�) 7��<58+ M O 0<&&<

�� U
kX

i��

lX
j��

n�
ij

�nij
� �

kX
i��

lX
j��

nij Z
kX

i��

lX
j��

�nij�

� 9*�< �+��=&(00 �*���& /8�;�&<�& ���(� �n2 *�&*�& /8�;�&<�& ���(� n2
6�9*�<5

�� U
kX

i��

lX
j��

n�
ij

npij
� n U n

�
� kX

i��

lX
j��

n�
ij

n�pipj
�  

�
A � M�O

 CA



��0<&< -8. �=0-�&<+4 �&��.*(�/*&12 G*� pi U vi�n 0 pj U uj�n2 *�;-� 6�0��-.
�+��=&(0& M�O � 5-�E(�<5 -8. �+G0/8&(01 �0-52 )�60?&<

��
���� U n

�
� kX

i��

lX
j��

n�
ij

viuj
�  

�
A � MAO

��0 5/8��002 G*� ;06�*&)� H� �&�(� 0 -8. �/&4 �=0-�&<+4 G�/*�* �+6�8(.&*/.
�nij 
 F2 /*�*0/*0�� M O 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �� / Mk �  OMl �  O /*&6&(.<0 /��E�-+!

� (�?&< 6�0<&�& 6���<&*�+ k 0 l ���(+ k U A 0 l U �2 *�� G*� 6�8(�& G0/8�
/*&6&(&1 /��E�-+ /�/*��8.&* Mk �  OMl �  O U �!

��8�)5./� 7��<58�1 MAO2 (�1-&<

��
���� U  A� �

� �%�

A� �  �� Z
AJ�

F� �  �� Z
$A�

C� �  �� Z
 �

A� �  � Z
��

F� �  � Z
"�

C� �  � �  
	
�

�*�5-�
��
���� U �� $FC�

�� *�E80'& ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. (�4�-0< ��
�
��� � U F2C�$!

��� ��� ��
���� � ��

�
��� �2 *� 6�0 -�((�< 5���(& )(�G0<�/*0 /8&-5&* /G0*�*�2 G*�
��G&/*�� 0)-&801 (& )��0/0* �* 6�/*��R0��!

&��
�� *�-
��0 6�<�R0 0)<&�0*&8�(�;� 6�0E��� E+8� 6���&-&(� ��� 0)<&�&(01 )�-�((�;�

��//*�.(0.! �85G�1(�. 6�;�&?(�/*� 0)<&�&(01 )�60/�(� � <0���<&*��4! #&1/*�03
*&8�(�. �/� E+8� ��)-&8&(� (� % 6��<&=5*���2 �&)58�*�*+ M/85G�1(�. 6�;�&?(�/*�
0)<&�&(01O /�&-&(+ � *�E80'5 M-��E(+& )(�G&(0. mi � (&1 6�.�080/� 0)3)� *�;�2 G*�
)(�G&(0.2 6�6��?0& (� ;��(0'5 0(*&���8�2 6�0(.*� )�60/+��*� 6����(5 ��� �-(�<52
*�� 0 -�5;�<5 0(*&���85O!

��<&� 0(*&���8� �(*&���82 ��� ��/*�*� mi

 <&(�?& D $ C
� �* D $ -� D �   2$
A �* D � -� D$  $2$
F �* D$ -� � ��
$ �* � -� $ F"2$
C �* $ -�  � F�
" �*  � -�  $ �J
J �*  $ -� ��  "
% E�8�?& ��  �2$

��&E5&*/. 6���&�0*� ;06�*&)5 H� � *�<2 G*� /85G�1(�. 6�;�&?(�/*� 0)<&�&(0.
X ��/6�&-&8&(� (��<�8�(�!

'�(����
��/��8��5 ?0�0(� ��(�8�� /�/*��8.&* $���2 6�0<&< -8. ;��(0G(+4  3;� 0 %3;�

��(�8�� )(�G&(0. x� U � "� $��� 0 x� U ��� $��� /��*�&*/*�&((�!
�&�E4�-0<+& -&1/*�0. �+6�8(0< � /8&-5KR&< 6��.-�& ,
�O ��//<�*�0< ;06�*&*0G&/�01 M(��<�8�(+1O )���( ��/6�&-&8&(0.Y

 CF



EO 6� )�-�((�1 �+E���& 6�85G0< (�0E�8&& 6���-�6�-�E(+& )(�G&(0. 6���<&*���
��/6�&-&8&(0.Y

�O 6�/*��0< ��0*&�01 ��2 ��*��+1 0/6�8�)5&< -8. 6���&��0 ;06�*&)+ �
(��<�8�(�/*0 /85G�1(�1 6�;�&?(�/*0 0)<&�&(0. X!

:06�*&*0G&/��& ��/6�&-&8&(0& 0<&&* 68�*(�/*�

f
X
MxY a� 	O U

 p
�
 	�

exp

�
� Mx� aO�

�	�

�
�

��*���. /�-&�=0* -�� (&0)�&/*(+4 6���<&*�� a 0 	! ��/*��0< �/6�<�;�*&8�(5K
*�E80'5 /*�*0/*0G&/��;� ��/6�&-&8&(0& /85G�1(�1 6�;�&?(�/*0 0)<&�&(01! #8.
9*�;� 6� 0<&KR&1/. �+E���& 0) n U ��� 0)<&�&(01 �+G0/80< �'&(�0 -8. a 0 	2
G*� -�&*

a � x� U
 
n

nX
i��

ximi U F� F% ����

	� � 	�� U
 
n

nX
i��

Mxi � x�O�mi U %�� JC �����

���0< �E��)�<2 75(�'0. f �MxO2 0/6�8�)5&<�. -8. 6���&��02 0<&&* �0-

f �MxO U
 p

�
 � %�� JC exp

�
� Mx� F� F%O�

� � %�� JC
�
�

�*/K-� 6� *�E80'& 75(�'00 ��68�/� <�=(� (�1*0 �&��.*(�/*0 pi 6�6�-�(0. �
i31 0(*&���8! ��6�0<&�2 6�0 i U  0 i U �

p� U PrMX � � $O U Pr

�
X� F� F%p

%�� JC
�
� $� F� F%p

%�� JC

�
U

U
 
�
� cM�� �FFFO U

 
�
� �� F"%$ U �� ���F�

p� U PrM� $ � X � � �O U Pr

�
��� �FF" � X� F� F%p

%�� JC
� � � $�� 

�
U

U cM� � $ %%O� cM��� �FFFO U cM�� �FFFO� cM � $ %%O U �� �FA%

0 *�� -�8&& Mi U A� � � � � %O!
� �&)58�*�*& /*��0< *�E80'5 -�((+42 (&�E4�-0<+4 -8. (�4�=-&(0. )(�G&(0.

��0*&�0. �� M/<! *�E80'5 ��/G&*(+4 -�((+4O!

i ��/*�*� mi pi npi Mmi � npiO��npi
 C �2���F F2�JJ �2J%F
�   2$ �2�FAJ J2"CA �2J$$
A  $2$ �2�%$$  %2 �F �2CJ�
F �� �2 $% A 2J�� A2�A�
$ F"2$ �2���$ F�2$�J  2��"
C F� �2 %"� A%2F�C �2 " 
" �J �2 FC$ �%2�%C �2�$"
J  " �2�JA�  C2CFF �2��J
%  �2$ �2�$ J  �2AJA �2���

�5<<� ���2�  2���� ���2�� �� U C� %�$

 C$



���0< �E��)�<2 �+G0/8&(0& -�&* �� U C� %�$!
��/��8��5 6��0)��-0*/. �'&(�� -�54 6���<&*���2 *� 0<&&< )-&/� k U % � � �

 U C /*&6&(&1 /��E�-+! ��0<&<2 G*� 5���&(� )(�G0<�/*0 /�/*��8.&* � U �� �$2 *�;-�
0) *�E80'+ ���(*08&1 ��3��/6�&-&8&(0. M/<! 6�08�=&(0&O 6�85G�&< ��

�
��� � U  �� C!
��� ��� �+G0/8&((�& )(�G&(0& ��3��0*&�0. ���)�8�/� <&(�?& ���(*08. ��

�
��� �2
*� ;06�*&)� � (��<�8�(�< ��/6�&-&8&(00 /85G�1(�1 6�;�&?(�/*0 0)<&�&(0. 6�0E���
(& 6��*0���&G0* �&)58�*�*�< (�E8K-&(01 (� 5���(& )(�G0<�/*0 �2�$!

!�'� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
 *� 
��/+2 �+/*��8&((+& � �0*�0(�4 G�/��+4 <�;�)0(��2 6���)+��K* /85G�1(�&

��&<.! ��&-8�;�&*/. ;06�*&)�2 G*� 6���)�(0. 9*04 G�/�� � �0*�0(�4 E�8�?�;� G0/8�
<�;�)0(�� ��/6�&-&8&(+ ���(�<&�(� � 0(*&���8& M�Y  �O! ��E8K-&(0. $�� �0*�0(
$�� <�;�)0(�� -�80 /8&-5KR5K �+E���5 M�&/� 0(*&���8 M�Y  �O ��)E0* (�  � G�/��+4
0(*&���8��O,

��/ �  � A F $ C " J %  �   
�0/8�

�+E���G(+4 F AF $F A% F% F$ F AA A" F F" A%
)(�G&(01

��;8�/5K*/. 80 9*0 -�((+& / ;06�*&)�1 � ���(�<&�(�/*0 Q �+E��*� � U �2 � 0
� U �2�$!

�
�
�
 *�!

<680*5-� ��8&E�(01 �6�&-&8.8�/� -�5<. 8�E���(*�<0! �&��+1 8�E���(* 6�  �

(�E8K-&(0.< 6�85G08 /�&-(&& )(�G&(0& �<680*5-+ x� U J ��2 � �*���1 8�E���(*
6�  $ (�E8K-&(0.< 6�85G08 x� U JF��!

� 6�&-6�8�=&(002 G*� -0/6&�/00 �+6�8(&((+4 0)<&�&(01 0)�&/*(+ 0 ���(+
	�
� U CF��� 0 	�

� U CF��� -8. 6&���;� 0 �*���;� 8�E���(*� /��*�&*/*�&((�2 (�1*0
%%_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��)(�/*0 /�&-(04 X� 0 X�! ��=(� 80 /G0*�*�2
G*� �&)58�*�*+ 8�E���(*�� -&1/*�0*&8�(� ��)80G�K*/. Q

�
�
�
 *�"
�0=& 6�0��-0*/. ��&<. M� /&�5(-�4O �&?&(0. ��(*��8�(+4 )�-�G 5G�R0<0/.

-� 0 6�/8& /6&'0�8�(+4 56��=(&(01 6� 5/*(�<5 /G&*5!

#� 56��=(&(01 J" C %J %� "F JA "� J "$ JA J$
��/8& 56��=(&(01 $� F$ "% JJ C$ $� "% JF C $� J$

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� 9*0 56��=(&(0. 585G?080 /6�/�E(�/*� 5G�R04/. �
�&?&(0K )�-�G Q ��0(.*� � U �2 �!

�
�
�
 *�)
�� ;�- (� �6+*(+1 ��1�( 56�8� $A" (&E�8�?04 <&*&��0*��! �/. *&��0*��0.

��1�(� E+8� ��)-&8&(� (� $"C 5G�/*��� 68�R�-�K 6� �2�$ ��� ��=-+1! �0=&

 CC



6�0�&-&(+ G0/8� 5G�/*��� nk2 (� ��*��+& 56�8� k <&*&��0*�� ,

k �  � A F $ 0 E�8�?&
nk ��% �  %A A$ "  

��;8�/5K*/. 80 9*0 -�((+& / ;06�*&)�1 � *�<2 G*� G0/8� <&*&��0*��2 56��?04
(� ��=-+1 04 5G�/*���2 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �5�//�(� Q ��0(.*� � U �2 �!

�
�
�
 *�*
��85G&(+ /8&-5KR0& -�& ;�566+ -�((+4 M/<! *�E80'+O!

F�2�$ F�2A" F�2AA F�2�J F�2�% F�2F F�2A$ F�2�J F�2�% F�2�"
F�2A$ F�2A$ F�2F F�2A� F�2AA F�2F� F�2AF F�2FC F�2A% F�2AJ
F�2F$ F�2FF F�2A$ F�2F� F�2A F�2AA F�2AF F�2A� F�2A% F�2A"
F�2A% F�2A� F�2AA F�2A� F�2AC F�2AF F�2FA F�2A F�2A" F�2AC

F�2F� F�2AF F�2AJ F�2A� F�2AF F�2A� F�2AC F�2A F�2AJ F�2A$
F�2F� F�2A F�2AA F�2F� F�2A� F�2FA F�2AF F�2AC F�2AC F�2A�
F�2A$ F�2A$ F�2A� F�2AC F�2AA F�2A" F�2A F�2AF F�2A" F�2A"
F�2A� F�2A� F�2AA F�2A$ F�2A� F�2AF F�2AF F�2AF F�2F F�2AC

� 6�<�R�K ��0*&�0. ��8<�;�����3�<0�(��� 6���&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� �E&
9*0 6�0�&-&((+& �+E���0 0)�8&G&(+ 0) �-(�1 0 *�1 =& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0!

�
�
�
 *�+
��85G&(+ /8&-5KR0& -�((+& M/<! *�E80'5O!

F�2�$ F�2A" F�2AA F�2�J F�2�% F�2F F�2A$ F�2�J F�2�% F�2�"
F�2A$ F�2A$ F�2F F�2A� F�2AA F�2F� F�2AF F�2FC F�2A% F�2AJ
F�2F$ F�2FF F�2A$ F�2F� F�2A F�2AA F�2AF F�2A� F�2A% F�2A"
F�2A% F�2A� F�2AA F�2A� F�2AC F�2AF F�2FA F�2A F�2A" F�2AC
F�2F� F�2AF F�2AJ F�2A� F�2AF F�2A� F�2AC F�2A F�2AJ F�2A$
F�2F� F�2A F�2AA F�2F� F�2A� F�2FA F�2AF F�2AC F�2AC F�2A�
F�2A$ F�2A$ F�2A� F�2AC F�2AA F�2A" F�2A F�2AF F�2A" F�2A"
F�2A� F�2A� F�2AA F�2A$ F�2A� F�2AF F�2AF F�2AF F�2F F�2AC

� 6�<�R�K �3��0*&�0. ��8<�;����� 6���&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� 6�0�&-&(3
(�. �+E���� 0)�8&G&(� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 ���(�<&�(� ��/6�&-&8&((�1 (�
0(*&���8& MF�2�AJY F�2FC�O!

�
�
�
 *�,
��&-6�8�;�&*/.2 G*� �-0( 0) -�54 6�0E����2 �6�&-&8.KR04 /����/*� ��*�<�E03

8.2 0<&&* /0/*&<�*0G&/�5K �?0E�5 M)��+?&(0&O! #8. 6���&��0 9*�;� 6�&-6�8�=&(0.
�6�&-&8080 /����/*�  � ��*�<�E08&12 6�0G&< /����/*� ��=-�;� 0) (04 70�/0����3
8�/� �-(���&<&((� -�5<. 6�0E���<0! � �&)58�*�*& 6�85G&(+ /8&-5KR0& -�((+& ,

v�2 ��/��� "� J$ CA $F C$ J� "$ %$ $� $$
v�2 ��/��� "� JC C� $$ CA J� "J %� $A $"

��)��8.K* 80 9*0 -�((+& 5*�&�=-�*�2 G*� �*���1 6�0E�� -&1/*�0*&8�(� -�&*
)��+?&((+& )(�G&(0. /����/*0 Q ��0(.*� � U �2 �!

 C"



�
�
�
 *�-

*�&�=-�&*/.2 G*� �&)58�*�* -&1/*�0. 8&���/*�� )��0/0* �* /6�/�E� &;�

6�0<&(&(0.!
����&�0*� 9*� 5*�&�=-&(0& 6�0 � U �2�$ 6� /8&-5KR0< -�((+<

�&)58�*�* �6�/�E  �6�/�E � �6�/�E A
�&E8�;�6�0.*(+1    "  C
	8�;�6�0.*(+1 �� �A  %

�
�
�
 *�.
� /��*�&*/*�00 / *&4(0G&/�0<0 5/8��0.<0 /�&-(&& ��&<. E&)�*��)(�1 ��E�*+

-8. 6�0E���� 0) E�8�?�1 6��*00 -�8=(� /�/*��8.*� (& <&(&&  ��� ��� / ���
	 U  �� ���! �+E���G(�& /�&-(&& ��&<&(0 E&)�*��)(�1 ��E�*+ -8. /85G�1(�
�*�E��((+4 �$ 6�0E���� ���)�8�/� ���(+< %"� ���! ��&-6�8�=0<2 G*� ��� ��&<&(0
E&)�*��)(�1 ��E�*+ -8. 6�0E���� � �+E���& /��6�-�&* / ��� ��&<&(0 E&)�*��)(�1
��E�*+ �/&1 6��*00!

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� �/. 6��*0. 6�0E���� (& 5-��8&*���.&* *&4(0G&/�0<
5/8��0.<2 &/80 , �O � U �2 �Y EO � U �2�$ Q

�
�
�
 *� /
�&4(�8�;0. 6��0)��-/*�� (&��*���;� �&R&/*�� -�&* � /�&-(&<  ��� � �&R&/*��

� /5*�0 / ��� /�&-(&;�2 ���(+< 	� U J� � ! ����. *&4(�8�;0. 6��0)��-/*�� � /�&-(&<
-�&*   �� � �&R&/*�� � /5*�0 / *&< =& ��� /�&-(&;�!

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� (���. *&4(�8�;0. �E&/6&G0��&* 6��+?&(0& 6��0)��-03
*&8�(�/*02 &/80 , �O � U �2�$Y EO � U �2 � Q

�
�
�
 *�  
��0 0)<&�&(00 6��0)��-0*&8�(�/*0 -�54 �;�&;�*�� 6�85G&(+ /8&-5KR0&

�&)58�*�*+ M� � �&R&/*�� )� G�/ ��E�*+O,

� )�<&��  � A F $

;�&;�* A  F2  �2  F2"  A2"  F2�

;�&;�* B  F2�  F2$  A2"  �2"  F2 

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� 6��0)��-0*&8�(�/*0 �;�&;�*�� A 0 B �-0(����+2 �
6�&-6�8�=&(002 G*� �E& �+E���0 6�85G&(+ 0) (��<�8�(� ��/6�&-&8&((+4 ;&(&��8�3
(+4 /����56(�/*&1 Q ��0(.*� � U �2�$!

�
�
�
 *� !
�*(�?&(0& )�0*&8&1 � ��8KG&(0K -�((�1 6&�&-�G0 � 6��;��<<5 �+��)08�/�

/8&-5KR0<0 -�((+<0,

��8�=0*&8�(�& �*�0'�*&8�(�& 	&)��)80G(�&
�5=G0(+  F �F �
�&(R0(+ �% AC  $

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� �*(�?&(0& � ��8KG&(0K -�((�1 6&�&-�G0 � 6��;��<<5
(& )��0/0* �* 6�8� )�0*&8. Q ��0(.*� � U �2 �!

 CJ



�
�
�
 *� "
� E�8�(0'& (�E8K-�8�/� ��/6�&-&8&(0& ���/(+4 ����.(+4 ?��0��� 6�  C%

�*-&8&(0.< 6�0E��� M;&<�'0*�<&*��O! �0/8� 
i �*-&8&(012 /�-&�=�R04 6� ni ���/(+4
����.(+4 ?��0���2 5��)�(+ � *�E80'&!


i F $ C " J %  �    �
ni  A $ J  A  F  $  $ � 

i  A  F  $  C  "  J  % �� � 
ni  J  "  C % C A � �  

��1*0 /�&-(&& )(�G&(0& G0/8� ���/(+4 ����.(+4 ?��0��� � �-(�< �*-&8&(00!
��0(.� (�1-&((�& )(�G&(0& )� 6���<&*� � ��/6�&-&8&(0. �5�//�(�2 6���&�0*� /
6�<�R�K ��3��0*&�0. ;06�*&)5 � *�<2 G*� �+E���� /�;8�/5&*/. / ��/6�&-&8&(0&<
�5�//�(�!

�
�
�
 *� )
H�/6&�0<&(*�*�� 6�0 n U F�F� E��/�(0.4 <�(&*+ 6�85G08m U ��FJ �+6�-&(01

;&�E�!
���<&/*0<� 80 9*� / ;06�*&)�1 � *�<2 G*� /5R&/*�5&* 6�/*�.((�. �&��.*(�/*�

p U �2$ �+6�-&(0. ;&�E� Q

�
�
�
 *� *
�/6+*+��8�/� G5�/*�0*&8�(�/*� F� 6�0&<(0���! #�((+& 6�0�&-&(+ � *�E80'&2

� ��*���1 � 6&���1 /*���& -�(+ 0(*&���8+ G5�/*�0*&8�(�/*0 � <0�����8�*�42 ��
�*���1 D /�&-(0& *�G�0 9*04 0(*&���8�� f	
2 � *�&*�&1 D G0/8� 6�0&<(0��� ni2
G5�/*�0*&8�(�/*� ��*��+4 ���)�8�/� � 9*�< 0(*&���8&!

�(*&���8 �$D"$ "$D �$  �$D "$  "$D��$ ��$D�"$
f	
 $�  ��  $� ��� �$�
ni � �  $ %

�(*&���8 �"$DA�$ A�$DA"$ A"$DF�$ F�$DF"$ F"$D$�$
f	
 A�� A$� F�� F$� $��
ni C J C � �

�(*&���8 $�$D$"$ $"$DC�$ C�$DC"$ C"$D"�$ "�$D""$
f	
 $$� C�� C$� "�� "$�
ni �   � �

� 6�<�R�K ��3��0*&�0. 6���&�0*� ;06�*&)5 � *�<2 G*� �+E���� 0)�8&G&(� 0)
(��<�8�(�1 /����56(�/*0!

�
�
�
 *� +
��&-6�8�;�&*/.2 G*� 6�0<&(&(0& (���1 *&4(�8�;00 � 6��0)��-/*�& <0���/4&<

6�0�&-&* � 5�&80G&(0K �+4�-� ;�-(�1 6��-5�'00! �&)58�*�*+ ��(*��8. -�54 6��*01
6��-5�'002 0);�*��8&((+4 6� /*���1 0 (���1 *&4(�8�;002 6�0�&-&(+ (0=& ,

�)-&80. �*���. *&4(�8�;0. ����. *&4(�8�;0.
:�-(+&  F�  J$

�&;�-(+&  �  $
�/&;�  $� ���

 C%



��-*�&�=-�K* 80 9*0 �&)58�*�*+ 6�&-6�8�=&(0& �E 5�&80G&(00 �+4�-� ;�-(�1
6��-5�'00 Q ��0(.*� � U �2 �!

�
�
�
 *� ,
��0 0/6+*�(00 ��-0�98&�*��((�1 �66���*5�+ 70�/0����8�/� G0/8� �*��)��!

�&)58�*�*+ $% 0/6+*�(01 6�0��-.*/. (0=& ,

�0/8� �*��)�� �  � A
�0/8� 0/6+*�(01 F�  � F A

����&�0*� ;06�*&)5 H� � *�<2 G*� G0/8� �*��)�� 0<&&* ��/6�&-&8&(0& �5�//�(�2
6�0(.� � U �2 �!

�
�
�
 *� -
#� (�8�-�0 /*�(�� E+8� 6���&�&(� *�G(�/*� 0);�*��8&(0.  � �*58�� 0 (�1-&(�

)(�G&(0& �'&(�0 -0/6&�/00 -0�<&*�� s�� U %� C����! ��/8& (�8�-�0 6�-�&�;8�/�
��(*��8K &R&  $ �*58�� 0 6�85G&(� (���& )(�G&(0& -0/6&�/00 s�� U $� "����!

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� � �&)58�*�*& (�8�-�0 /*�(�� *�G(�/*� 0);�*��8&(0.
�*58�� 5�&80G08�/� Q ��0(.*� � U �� �$!

�
�
�
 *� .
��0 C�� 6�-E��/+��(0.4 ?&/*0;��((�1 0;��8�(�1 ��/*0 ?&/*&��� 6�.�08�/� "$

��)!
�&�(� 80 ;06�*&)� � *�<2 G*� �&��.*(�/*� 6�.�8&(0. ?&/*&��0 <&(�?& G&<  >C2

&/80 � U �2� Q

�
�
�
 *�!/
��0 $� 6�-E��/+��(0.4 <�(&*+ �;&�E� 6�.�08/. �� ��)!
��=(� 80 /G0*�*� <�(&*5 /0<<&*�0G(�1 Q ��0(.*� � U ��  �!

�
�
�
 *�! 
��0  �� 6�-E��/+��(0.4 0;��8�(�1 ?&/*0;��((�1 ��/*0 (� �&�4(&1 ;��(0

&-0(0'� �+6�8� m� U �$ ��)2 -��1�� m� U  %2 *��1�� m� U  $2 G&*�&��� m� U ��2
6.*&��� m� U  $ 02 (���(&'2 ?&/*&��� m� U � ��)!

��;8�/5&*/. 80 9*� / *&<2 G*� 0;��8�(�. ��/*� 6���08�(�1 7��<+Q

�
�
�
 *�!!
�&*�- 6�85G&(0. /85G�1(+4 G0/&8 E+8 6�0<&(&( �$� ��)! ��0 9*�< E+80

6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ ,

�07�� �  � A F $ C " J %
��/*�*� 6�.�8&(0. �"  J �A A � �A �J �$ �� A�

��=(� 80 /G0*�*�2 G*� 6�0<&(&((+1 <&*�- -&1/*�0*&8�(� -�&* /85G�1(+&
G0/8� Q ��0(.*� � U �2�$!

 "�



!�*� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* -�� )�-�(0.!
��-�(0. -�8=(+ �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

� *&G&(0&  �� -(&1 70�/0����8�/� G0/8� 6�/&*0*&8&1 MXO (&��*���;� 5G�&=-&3
(0. M-�((+& 6�0��-.*/. � *�E80'&O!

��&E5&*/. / 6�<�R�K ��0*&�0. �� �0�/�(� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 �
*�<2 G*� ��/6�&-&8&(0& G0/8� 6�/&*0*&8&1 6�-G0(.&*/. )���(5 �5�//�(�! 
���&(�
)(�G0<�/*0 6�0(.*� � U �� �$!

�&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!
�&)58�*�* ��E�*+ D �'&(�� 6���<&*�� � )���(� �5�//�(�2 <�//0� �<680*5-

�&��.*(�/*&1 Pm2 6�0(.*0& �&?&(0. �*(�/0*&8�(� (58&��1 ;06�*&)+!

�
��
��  

�0/8� 6�/&*0*&8&1 MXO �  � A F $
��/*�*+ mi " �" A�  %   F

�
��
�� !

�0/8� 6�/&*0*&8&1 MXO �  � A F $
��/*�*+ mi  C � �A  "  A  �

�
��
�� "

�0/8� 6�/&*0*&8&1 MXO �  � A F $
��/*�*+ mi A �" A% �F C  

� 
 � 
 � � � !

�<&&*/. �+E���� M-�((+& 6�0��-.*/. � *�E80'&O!
��&E5&*/. / 6�<�R�K �D��0*&�0. ��8<�;����� 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 �

*�<2 G*� 6�0�&-&((�. �+E���� 0)�8&G&(� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 ���(�<&�(�
��/6�&-&8&((�1 (� 0(*&���8& M�� �Y �� �O! 
���&(� )(�G0<�/*0 6�0(.*� � U �� �$!

�&)58�*�*+ �7��<0*& ;��70G&/�0!
�&)58�*�* ��E�*+ D 6�0(.*0& �&?&(0. �*(�/0*&8�(� (58&��1 ;06�*&)+!
��0 ����< )(�G&(00 5���(. )(�G0<�/*0 � (58&��. ;06�*&)� E5-&* �*�8�(&(�Q

�
��
��  

�2$  2"  2A �2J �2% �2  2$  2J �2% �2"  2$ �2$ �2 �2�  2A
 2� �2F  2C  2%  2J �2$  2F  2$  2�  2 �2A  2F  2�  2%  2"
 2% �2� �2A  2� �2C  2F �2A �2  2" �2C �2�  2F  2J �2� �2F
�2�  2C �2 �2J �2$  2� �2 �2A �2�  2�  2A �2F  2C �2C  2�

 " 



�
��
�� !

�2$  2"  2A �2J �2% �2  2$  2J �2% �2"  2$ �2$ �2 �2�  2A
�2$  2$  2�  2C  2A �2"  2 �2F �2"  2"  2� �2� �2A  2$ �2�
 2% �2� �2A  2� �2C  2F �2A �2  2" �2C �2�  2F  2J �2� �2F
�2�  2C �2 �2J �2$  2� �2 �2A �2�  2�  2A �2F  2C �2C  2�

�
��
�� "

 2$ �2$ �2� �2C �2A  2" �2  2F  2" �2" �2�  2� �2A �2$  2�
�2$  2$  2�  2C  2A �2"  2 �2F �2"  2"  2� �2� �2A  2$ �2�
 2% �2� �2A  2� �2C  2F �2A �2  2" �2C �2�  2F  2J �2� �2F
�2�  2C �2 �2J �2$  2� �2 �2A �2�  2�  2A �2F  2C �2C  2�

!��,� (
�
��� ��� ������
�

 ! �*� (�)+��&*/. ��0*&�0&< /�;8�/0.Q
�! ��8.K*/. 80 ��0*&�00 /�;8�/0. /*�*0/*0G&/�0<0 ��0*&�0.<0 )(�G0<�/*0Q
A! ���0<0 4����*&�(+<0 �/�E&((�/*.<0 �E8�-�K* /*�*0/*0G&/�0& ��0*&�00

)(�G0<�/*0 02 � G�/*(�/*02 ��0*&�00 /�;8�/0.Q
F! #�1*& �ER5K /4&<5 6���&��0 ;06�*&) � �0-& 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. /

6�<�R�K ��0*&�0. /�;8�/0. �� �0�/�(�!
$! #�1*& �ER5K /4&<5 6���&��0 ;06�*&) � �0-& 75(�'00 ��/6�&-&8&(0. /

6�<�R�K �3��0*&�0. ��8<�;�����!
C! 
��=0*& -�/*�0(/*�� 0 (&-�/*�*�0 ��0*&�0. /�;8�/0. �� �0�/�(�Y �3

��0*&�0. ��8<�;�����!
"! �� �/(���(00 ���04 6�0)(���� 080 ��0*&�0&� <�=(� 6��0)�&/*0 6�&-���03

*&8�(+1 �+E�� )���(� ��/6�&-&8&(0.Q
J! ��;5* 80 0<&KR0&/. �6+*(+& -�((+& �-(���&<&((� /�;8�/��+��*�/. /

(&/��8��0<0 )���(�<0 ��/6�&-&8&(0.Q
%! 
��=0*& -�/*�0(/*�� 0 (&-�/*�*�0 (&6���<&*�0G&/�04 ��0*&�0&� 6� /���(&3

(0K / 6���<&*�0G&/�0<0 ��0*&�0.<0 )(�G0<�/*0!
 �! #8. 6���&��0 ���04 ;06�*&) 6�0<&(.&*/. ��0*&�01 )(����Q
  ! ��8.&*/. 80 ��0*&�01 )(���� /*�*0/*0G&/�0< ��0*&�0&< )(�G0<�/*0Q
 �! 
(�8�;�< ����;� 6���<&*�0G&/��;� ��0*&�0. .�8.&*/. ��0*&�01 )(����Q

 "�



 � !������� ��������
���� ������

$��� (
�
�� ��%���������%� � 
������ �����%� 
�
��	


�-(�1 0) �/(��(+4 )�-�G <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 .�8.&*/. 0//8&-���(0&
)��0/0<�/*0 <&=-5 -�5<. 080 (&/��8��0<0 6���<&*��<0! #�& 6&�&<&((+& X 0
Y <�;5* E+*� 80E� (&)��0/0<+<02 80E� /�.)�((+<0 75(�'0�(�8�(�1 080 0(�1
/*�*0/*0G&/��1 )��0/0<�/*�K!

�����������  � 8�	�"��	���	�� �����������# <&=-5 6&�&<&((+<0 X 0 Y
(�)+��&*/. 6���08� f 2 ��*���& ��=-�<5 98&<&(*5 X 0) 6��0)��8�(�;� <(�=&/*��
` /*��0* � /��*�&*/*�0& �6�&-&8&((+1 98&<&(* Y <(�=&/*�� F 2 *!&! y U fMxO!
��6�0<&�2 68�R�-� ��5;� MS U 
R�O 0 -80(� ���5=(�/*0 ML U �
RO 6�8(�/*�K
�6�&-&8.K*/. ��-05/�< R2 68�R�-� *�&5;�8�(0�� D &;� /*���(�<0 0 *! -!

����������� !� &������������� �����������# <&=-5 /85G�1(+<0 �&80G0(�3
<0 X 0 Y D /�/*��8.KR0<0 -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO D (�)+��&*/.
6���08� f 2 ��*���& ��=-�<5 G0/85 x 0) G0/8���;� <(�=&/*�� R /*��0* � /��*�&*3
/*�0& 5/8��(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. /�/*��8.KR&1 Y2 *!&! ��=-�<5 x /��*�&*/*�5&*
fMx� yO!

�� 6���*0�& 75(�'0�(�8�(+& /�.)0 <&=-5 6�0)(���<0 �/*�&G�K*/. �&-��!
��R& 0<&K* <&/*� *��0& /�.)0 <&=-5 6&�&<&((+<0 �&80G0(�<02 6�0 ��*��+4
G0/8&((�<5 )(�G&(0K �-(�1 0) (04 /��*�&*/*�5&* (&/��8��� )(�G&(01 -�5;04!
��6�0<&�2 0)�&/*(�2 G*� 5��=�1(�/*� )��0/0* �* ��80G&/*�� �(&/&((+4 5-�E�&(012
(� (� (&L �80.K* 0 -�5;0& 7��*��+ M��G&/*�� 6�G�+2 �/�-�0 0 *! -!O! ���<& *�;�2 �-(0
0 *& =& -�)+ 5-�E�&(012 -�=& 6�0 �G&(� �+���(&((+4 5/8��0.42 G�/*� 6�3��)(�<5
�80.K* (� 5��=�1(�/*�!

����������� "� &�����	�� ������	� X � Y 	�����#��� 	�����������2 &/80
5/8��(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. �-(�1 0) /�/*��8.KR04 (& )��0/0* �* *�;�2 ���0&
)(�G&(0. 6�0(.8� -�5;�. /�/*��8.KR�.2 *!&! &/80 �+6�8(.&*/. fMyjxO U fMyO 080
fMxjyO U fMxO!

� �5�/& *&��00 �&��.*(�/*&1 6���)+��&*/.2 G*� -8. *�;�2 G*�E+ /�/*��8.KR0&
X 0 Y -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ E+80 (&)��0/0<+<02 (&�E4�-0<� 0 -�/*�*�G(�2
G*�E+ 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. E+8� ���(� 6��0)�&-&(0K 6��'0�8�(+4 68�*(�/*&1
��/6�&-&8&(0. /�/*��8.KR04, fMx� yO U fMxO � fMyO!

�) �6�&-&8&(0. /*�*0/*0G&/��1 )��0/0<�/*0 /8&-5&*2 G*� -8. 0)5G&(0. 0)<&3
(&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ Y 6� )(�G&(0.< /85G�1(�1 �&80G0(+ X (� �/(���(00
0<&KR04/. /*�*0/*0G&/�04 -�((+42 *!&! (�E8K-&((+< )(�G&(0.< -�5<&�(�1 /853
G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO Mxi� yi2 i U  � �� � � � � nO2 (&�E4�-0<� ,

 O 6�-�E��*� *&��&*0��3�&��.*(�/*(5K <�-&8�2 4����*&�0)5KR5K G�/*�*(+&

 "A



)���(�<&�(�/*0 ��//<�*�0��&<�;� -�5<&�(�;� /*�*0/*0G&/��;� �.-� Mxi� yi2 i U
 � �� � � � � nO2 *!&! �+E��*� 75(�'0K F Mx� yO 080 fMx� yOY

�O �'&(0*� 6���<&*�+ 9*�1 75(�'00Y
AO (�1*0 5/8��(+& )���(+ ��/6�&-&8&(0.

fMyjxO U fMx� yO
fMxO

080 fMxjyO U fMx� yO
fMyO

Y MC� O

FO )�-�*� �&��.*(�/*� PU  � � 0 6� )(�G&(0K /85G�1(�1 �&80G0(+ XU x
�6�&-&80*� 0(*&���8 \a� b] 0)<&(&(0. /85G�1(�1 �&80G0(+ Y ,

PrMa � Y � bO U
bZ

a

fMyjxO dy U  � �� MC��O

�� 6���*0�& 6�0 0//8&-���(00 )��0/0<�/*0 <&=-5 /85G�1(+<0 �&80G0(�<0
X 0 Y G�/*� �;��(0G0��K*/. 0//8&-���(0&< )��0/0<�/*0 <&=-5 X 0 5/8��(+<
<�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&<

M\YjX U x] U
�Z

��

y fMyjxO dy�

���0/0<�/*0 *���;� ��-� (�)+��K*/. �� ������		��� �������������!

/8��(�& <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& M\YjXU x] )��0/0* �* �+E��((�1

*&��&*0��3�&��.*(�/*(�1 <�-&80 fMx� yO2 *!&! �(� .�8.&*/. 6�(.*0&< <�-&8�(+<!

����������� )� ����	�	��� �� ������ ����� � ���� Y 	� X 080 ������	�� ����!
	�	��� �� ������ (�)+��&*/. <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /�/*��8.KR&1 Y -�5<&�(�1
/85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO2 ��//<�*�0��&<�& ��� 75(�'0. x2 �+G0/8&((�& 6�0 5/8�3
�002 G*� /�/*��8.KR�. X 6�0(.8� (&��*���& 70�/0����((�& )(�G&(0& XU x,

M\YjX U x] U
�Z

��

y fMyjxO dy U �MxO� MC�AO

P5(�'0K �MxO (�)+��K* 75(�'0&1 �&;�&//00 6&���;� ��-� 080 <�-&8�(�1
75(�'0&1 �&;�&//00 Y (� X!

����������� *� ����	�	��� �� ������ X 	� Y ����� � ���� (�)+��&*/. 5/8��(�&
<�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /�/*��8.KR&1 X -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO2
��//<�*�0��&<�& ��� 75(�'0. y ,

M\XjY U y] U
�Z

��

x fMxjyO dx U �MyO� MC�FO

P5(�'0K �MyO (�)+��K* 75(�'0&1 �&;�&//00 X (� Y!
��-&8�(�& 5���(&(0& �&;�&//00 �0-� M\YjXU x] U �MxO 6�)��8.&* -&8�*� �*�3

G&G(�&� 6�&-/��)�(0& )(�G&(01 5/8��(+4 <�*&<�*0G&/�04 �=0-�(01 /�/*��8.KR&1
Y -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO 6� )(�G&(0.< /�/*��8.KR&1 XU x! �-(�3
��2 -8. *���;� 6��;(�)� (&�E4�-0<� )(�*� )���( ��/6�&-&8&(0. -�5<&�(�1 /85G�1(�1
�&80G0(+ MX2YO!

 "F



�

�

�

�
�

Y

X

�

�

� �

�

�

�
�

� �

�

� �
�

�
�

� �

�
����� ?�� 5 #

��
 ��

����
����*� ����

�� 6���*0�& 6�0 �E��E�*�& 9�/6&�0<&(*�8�(+4 -�((+4 )���( ��/6�&-&8&(0.
-�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO2 ��� 6���08�2 (&0)�&/*&(! � ��/6��.=&(00
9�/6&�0<&(*�*��� 0<&K*/. *�8��� (�E8K-&((+& )(�G&(0. -�5<&�(�1 �&80G0(+ D
*�G�0 Mxi� yiO Mi U  � �� A� � � � � nO 0802 E�8&& ���*��2 �+E���� �EW&<� n! �/80 �&)58�*�*+
�+E���0 Mxi� yiO Mi U  � �� A� � � � � nO 0)�E��)0*� � �0-& *�G&� � -&���*���1 /0/*&<&
����-0(�*2 *� 6�85G0< *�G&G(5K -0�;��<<52 (�)+��&<5K �������"��		�� �����
M�0/! C! O!

����������� +� *����������� ��	�"��� �� ������ Y (� X (�)+��&*/. 75(�'0.
yx U fMxY a� b� � � � � dO �6�&-&8&((�;� �8�//�2 /����56(�/*� 6���<&*��� ��*���1 a2 b2
� � �2 d (�4�-0*/. 6� (�E8K-&((+< )(�G&(0.< -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ Mxi� yiO
Mi U  � �� � � � � nO2 *!&! 6� �&)58�*�*�< �+E���0 �EW&<� n!

#8. �&?&(0. )�-�G0 (�4�=-&(0. 6���<&*��� 9<60�0G&/�04 5���(&(01 �&3
;�&//00 M\YjXU x] U fMxY a� b� � � � � dO 6�0<&(.&*/. <&*�- (�0<&(�?04 ���-��3
*�� M���O! H*�* <&*�- 6�)��8.&* 6�0 )�-�((�< �0-& �+E��((�1 )��0/0<�/*0
M\Yjx] U fMxY a� b� � � � � dO *�� �+E��*� /����56(�/*� 6���<&*��� a� b� � � � � d2 G*� 9<603
�0G&/��. 75(�'0. �&;�&//00 yx U fMxY a� b� � � � � dO E5-&* (�085G?&1 �'&(��1 0/*0((�1
75(�'00 �&;�&//00! ���085G?�. �'&(��� )-&/� 6�(0<�&*/. � *�< /<+/8&2 G*� /5<<�
���-��*�� M	������O �*�8�(&(01 � (�E8K-&((+4 )(�G&(01 6&�&<&((�1 Y �* /��*�&*3
/*�5KR04 ��-0(�* 9<60�0G&/��1 75(�'00 �&;�&//00 yx U fMxY a� b� � � � � dO E5-&*
<0(0<�8�(�1 � 6��/*��(/*�& 5��)�((+4 6���<&*���!

�/��<+& 6���<&*�+ a2 b2 � � �2 d )�-�((�1 75(�'00 fMxY a� b� � � � � dO 6� ���
(�4�-.*/. 0) 5/8��0.

S U
nX
i��

��i U
nX
i��

\yi � fMxiY a� b� � � � � dO]
� � min � MC�$O

�) 5/8��0. 9�/*�&<�8�(�/*0 (&�.)�0 S /8&-5&* /0/*&<� 5���(&(01 ,

�S��a U �Y �S��b U �Y � � � �S��d U �� MC�CO

�+E�� �8�//� 9<60�0G&/��1 75(�'00 �&;�&//00 <�=&* E+*� /-&8�( 0/4�-. 0)
/8&-5KR&;� ,

�O �0)5�8�(�1 �'&(�0 4����*&�� ��/6�8�=&(0. *�G&� Mxi� yiO (� ����&8.'0�((�<
6�8&Y

 "$



EO �6+*� 6�&-+-5R04 0//8&-���(01Y
�O /��E��=&(01 *&��&*0G&/��;� 4����*&��2 �/(���((+4 (� )(�(00 /5R(�/*0

�&?�&<�1 )�-�G0!
�*��2 9<60�0G&/��& 5���(&(0& �&;�&//00 yx U fMxY a� b� � � � � dO 0(*&�6�&*0�5&*3

/. ��� �'&(�� M6�0E80=&((�& �+��=&(0&O <�-&8�(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 Y (� X!

(�8�;0G(� 0(*&�6�&*0�5&*/. 9<60�0G&/��& 5���(&(0& �&;�&//00 X (� Y!

5� ������		�� �	���� D 9*� �(�80) 75(�'01 �&;�&//00 6&���;� 0 �*���;� ��-�!
� &;� 6�<�R�K �&?�K*/. /8&-5KR0& )�-�G0,

 O (�4�-.*/. *�G&G(+& 0 0(*&���8�(+& �'&(�0 6���<&*��� 9<60�0G&/��1
75(�'00 �&;�&//00Y

�O 6��0)��-.*/. *�G&G(�& 0 0(*&���8�(�& �'&(0��(0. 5/8��(+4 <�*&<�*0G&/3
�04 �=0-�(012 (&�E4�-0<�& -8. 6�&-/��)�(0. /�&-(04 )(�G&(01 �-(�1 /85G�1(�1
�&80G0(+2 /��*�&*/*�5KR04 �6�&-&8&((+< 70�/0����((+< )(�G&(0.< -�5;�1 /853
G�1(�1 �&80G0(+Y

AO 6���&�.&*/. /�;8�/���((�/*� (�1-&((�1 9<60�0G&/��1 75(�'00 �&;�&//00 /
9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0 0 -�!

4������"��		�� �	���� D 9*� �(�80) /��1/*� �'&(�� ~� ��9770'0&(*� ����&8.'00

� U
M \MX�m

X
O MY �m

Y
O]

	
X
	
Y

� MC�"O

�( 6�)��8.&* -�*� �*�&* (� ��6��/ � /5R&/*����(00 80(&1(�1 75(�'0�(�8�(�1
)��0/0<�/*0 <&=-5 <�*&<�*0G&/�0<0 �=0-�(0.<0 /85G�1(+4 �&80G0( X 0 Y! �
/85G�& 6�8�=0*&8�(�;� �*�&*� <&*�- ����&8.'0�((�;� �(�80)� 6�)��8.&* 0)<&�0*�
/*&6&(� *&/(�*+ /*�*0/*0G&/��1 )��0/0<�/*0 M/*&6&(� E80)�/*0 /*�*0/*0G&/��1
)��0/0<�/*0 � 75(�'0�(�8�(�1O!

$��� =������������ �������� � ��%���������� 
�
��	

�/80 0)�&/*&( )���( ��/6�&-&8&(0. -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO2
*� <�=(� (�1*0 5/8��(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. /�/*��8.KR&1 Y 6�0 5/8��002 G*�
/�/*��8.KR�. X 6�0(.8� (&��*���& 70�/0����((�& )(�G&(0& x2 6� 7��<58&

fMyjxO U
fMx� yO
f�MxO

� MC�JO

;-&

f�MxO U
�Z

��

fMx� yO dy MC�%O

D 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. /�/*��8.KR&1 X -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO!

/8��(�& <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& /�/*��8.KR&1 Y M<�-&8�(�& 5���(&(0&

�&;�&//00 Y (� XO (�4�-0*/. 6� 7��<58&

M\YjX U x] U
�Z

��

y fMyjxO dy� MC� �O

 "C



��//<�*�0< -�5<&�(5K /85G�1(5K �&80G0(5 MX2YO2 ��/6�&-&8&((5K 6� (��3
<�8�(�<5 )���(5 / 68�*(�/*�K ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 M�0/! C!� 0 C!AO

fMx� yO U
 

�
 	
X
	
Y

p
 � ��

� MC�  O

� exp



�  

�M � ��O

�
Mx�m

X
O�

	�
X

� �� Mx�m
X
OMy �m

Y
O

	
X
	
Y

Z
My �m

Y
O�

	�
Y

��
�

��1-&< 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 /�/*��8.KR04 X 0 Y,

f�MxO U
�Z

��

fMx� yO dy U
 p

�
 	
X

exp

�
� Mx�m

X
O�

�	�
X

�
� MC� �O

6�9*�<5 0) /0<<&*�00 68�*(�/*0 (��<�8�(�;� -�5<&�(�;� ��/6�&-&8&(0. /8&-5&*2
G*�

f�MyO U
�Z

��

fMx� yO dx U
 p

�
 	
Y

exp

�
� My �m

Y
O�

�	�
Y

�
� MC� AO

��1-&< 5/8��(+& ��/6�&-&8&(0. /�/*��8.KR04 X 0 Y,

fMxjyO U
fMx� yO
f�MyO

U MC� FO

U
 q

�
M � ��O	
X

exp



�  

�M � ��O	�
X

�
x�m

X
� �

	
X

	
Y

My �m
Y
O


��
Y

fMyjxO U
fMx� yO
f�MxO

U MC� $O

U
 q

�
M � ��O 	
Y

exp



�  

�M � ��O	�
Y

�
y �m

Y
� �

	
Y

	
X

Mx�m
X
O


� �
�


/8��(+& <�*&<�*0G&/�0& �=0-�(0. /8&-5KR0& ,

m
XjY

U M\XjY U y] U m
X
Z �

	
X

	
Y

My �m
Y
O Y

m
YjX

U M\YjX U x] U m
Y
Z �

	
Y

	
X

Mx�m
X
O Y

MC� CO

	\XjY U y] U 	
X

q
 � ��Y

	\YjX U x] U 	
Y

q
 � ���

MC� "O

� 6�0�&-&((�< 5/8��(�< ��/6�&-&8&(00 /�/*��8.KR&1 Y 6�0 5/8��002 G*�
/�/*��8.KR�. X 6�0(.8� (&��*���& )(�G&(0& x2 *�8��� 5/8��(�& <�*&<�*0G&/��&
�=0-�(0& m

YjX
U M\YjX U x] )��0/0* �* )(�G&(0. x2 � *� ��&<. ��� 5/8��(�& /�&-(&&

���-��*0G&/��& �*�8�(&(0& (& )��0/0* �* )(�G&(0. x �&80G0(+ X!

 ""



�
����� ?�� 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f:x� y; �
����� 
� ���. ��������.

���
�
� X- Y :��
����
� , m
X
F m

Y
F �G �

X
F �

Y
F �G ��3""
�
��� ��

����

 	 F �� �;

���0< �E��)�<2 <�-&8�(�& 5���(&(0& �&;�&//00 Y (� X -�5<&�(�1 /85G�1(�1
�&80G0(+ MX2YO2 ��/6�&-&8&((�1 6� (��<�8�(�<5 )���(52 0<&&* �0-

m
YjX

�m
Y

U �
	
Y

	
X

Mx�m
X
O � MC� JO

:��70� 9*�1 75(�'002 (�)+��&<�1 ������	�� ��	��� �� ������ Y 	� X2 .�8.&*/.
6�.<�1 80(0&12 6��4�-.R&1 G&�&) '&(*� ��/6�&-&8&(0. D *�G�5 Mm

X
� m

Y
O!


(�8�;0G(+& �&)58�*�*+ 6�85G�&<2 �(�80)0�5. 5/8��(5K 68�*(�/*� ��/6�&-&3
8&(0. �&��.*(�/*&1 fMxjyO! � 9*�< /85G�& 5���(&(0& �&;�&//00 X (� Y 0<&&* �0-

m
XjY

�m
X

U �
	
X

	
Y

My �m
Y
O � MC� %O

6�0 9*�< /��*�&*/*�5KR�. <�-&8�(�. 80(0. �&;�&//00 X (� Y *��=& 6��4�-0* G&�&)
'&(*� ��/6�&-&8&(0. D *�G�5 Mm

X
� m

Y
O!

$��� >�����
� ��%������

��//<�*�0< <&*�-0�5 ��/G&*� 9<60�0G&/�04 80(&1(+4 5���(&(01 �&;�&//00
6� 	�� ���������		�� 0 � ���������		�� ��		��!

���;�%������
��1� �
��1�!
��&-6�8�=0<2 G*� 6��0)�&-&( 9�/6&�0<&(*2 � �&)58�*�*& ��*���;� )�70�/0��3

��(� n )(�G&(01 0//8&-5&<+4 6&�&<&((+4 X 0 Y, Mxi� yiO Mi U  � �� � � � � nO! ��(�/.

 "J



�
����� ?�8 5 #�������� 
���
������
� ��
��������� f:x� y; �
����� 
� ���. ��������.

���
�
� X- Y :��
����
� , m
X

F m
Y

F �G �
X

F �
Y

F �G ��3""
�
��� ��

����



	 F �� �;

9�/6&�0<&(*�8�(+& -�((+& � �0-& *�G&� � -&���*���1 /0/*&<& ����-0(�*2 6�85G�&<
����&8.'0�((�& 6�8& M�0/! C! O! �/80 &/*� �/(���(0. 6�8�;�*�2 G*� -�5<&�(�. /853
G�1(�. �&80G0(� MX2YO ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5 )���(5 080 &/80 *�G�0 (�
����&8.'0�((�< 6�8& ;�5660�5K*/. ����5; 6�.<�1 80(00 M�0/! C!FO2 *� 9<60�0G&/3
��& 5���(&(0& �&;�&//00 6�-E0��&*/. � �0-&

yx U b� Z b�x� MC���O

�8&-5KR�. )�-�G� D (�4�=-&(0& ��9770'0&(*�� M6���<&*���O b� 0 b� 80(&1(�1
9<60�0G&/��1 75(�'00 �&;�&//00 Y (� X! 	5-&< 0/��*� 9*0 6���<&*�+ <&*�-�<
(�0<&(�?04 ���-��*��2 *!&! 6�*�&E5&< �+6�8(&(0. 5/8��0. <0(0<5<� (&�.)�0

S U
nX
i��

��i U
nX
i��

Myi � yxO
� U

nX
i��

Myi � b� � b�xiO
� � min � MC�� O

��/��8��5 75(�'0�(�8 (&�.)�0 S � 6��/*��(/*�& 6���<&*��� b� 0 b� 0<&&*
<0(0<5<2 *� -8. �6�&-&8&(0. ����-0(�* 9*�;� 9�/*�&<5<� (�1-&< G�/*(+& 6��0)3
��-(+& �S��b�2 �S��b� 0 6�0���(.&< 04 (58K ,

�S��b� U � � �
nX
i��

Myi � b� � b�xiO U �� MC���aO

�S��b� U � � �
nX
i��

xi Myi � b� � b�xiO U �� MC���bO

 "%



�

�

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

�

�
�

Y

X

�

�

� �

�

�

�
�

� �

�

� �
�

�
�

� �
�

�
�

yx U b� Z b�x

�

�

�

��i

MiMxi� yiO
��

�
����� ?�< 5 #

��
 ��

����
����*� ���� 
 �
�����*� �
�����
� 
�*
���



yx F b� R b�x

��85G�&< /0/*&<5 0) -�54 80(&1(+4 5���(&(012 ��*��+& (�)+��K* 	������!
	��� ����	�	���� , �����

����
b�nZ b�

nP
i��

xi U
nP
i��

yi�

b�
nP
i��

xi Z b�
nP
i��

x�
i U

nP
i��

xiyi�
MC��AO

�&?�. /0/*&<52 (�4�-0< 0/��<+& ��9770'0&(*+ b� 0 b�!
�/80 *�&E5&*/. 6� 9�/6&�0<&(*�8�(+< -�((+< ��//G0*�*� 80(&1(�& 5���(&(0&

�&;�&//00 X (� Y �0-�
xy U a� Z a�y� MC��FO

*� &L ��9770'0&(*+ M6���<&*�+O a� 0 a� (�4�-.* 0) �&?&(0. /0/*&<+ (��<�8�(+4
5���(&(01 , �����

����
a�nZ a�

nP
i��

yi U
nP
i��

xi�

a�
nP
i��

yi Z a�
nP
i��

y�i U
nP
i��

xiyi�
MC��$O

�;�%������
��1� �
��1�!
�/80 G0/8� 0)<&�&(01 �&80��2 *� -8. 56��R&(0. ��/G&*�� 9�/6&�0<&(*�8�(+&

-�((+& 6�0(.*� ;�5660����*�2 *!&! �EW&-0(.*� � /��-(5K *�E80'52 (�)+��&<5K
�������"��		�� ��
��"�� M*�E8! C! O!

� 9*�1 *�E80'&,
x�� x�� � � � � xk D /&�&-0(+ 0(*&���8�� 080 )(�G&(0. 6�0)(���� XY
y�� y�� � � � � yl D /&�&-0(+ 0(*&���8�� 080 )(�G&(0. 6�0)(���� YY
mx�� mx�� � � � � mxi� � � � � mxk 0 my�� my�� � � � � myj� � � � � myl D /��*�&*/*�5KR0&

G�/*�*+Y
mij D G�/*�*�2 / ��*���1 �/*�&G�&*/. 6��� Mxi� yjOY
mx U

Pk
j��mxjY my U

Pl
i��myiY

n U
Pk

i��

Pl
j��mij D �EW&< �+E���0!

��-��E(�& 0)8�=&(0& �+G0/8&(01 / 6�<�R�K ����&8.'0�((�1 *�E80'+ 6�0�&3
-&(� (0=& 0 � 6�0<&��4 � ��)-&85!

 J�



(���
�� ?�� 5 9�

����
����� ����
��

X Y
y� y� � � � yj � � � yl mx

x� m�� m�� � � � m�j � � � m�l mx�

x� m�� m�� � � � m�j � � � m�l mx�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
xi mi� mi� � � � mij � � � mil mxi

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
xk mk� mk� � � � mkj � � � mkl mxk

my my� my� � � � myj � � � myl n

�5/*� *�&E5&*/. (� �/(���(00 �+E���0 �EW&<� n ��'&(0*�� )(�G&(0& <�-&8�(�1
75(�'00 �&;�&//00 0 /-&8�*� 6�&-/��)�(0& 5/8��(+4 <�*&<�*0G&/�04 �=0-�(01
/85G�1(�1 �&80G0(+ Y2 /��*�&*/*�5KR04 �6�&-&8&((+< )(�G&(0.< /85G�1(�1
�&80G0(+ XU x! #8. 9*�;� 0/6�8�)5K*/. 5���(&(0. �&;�&//00 �*���;� ��-�
M9<60�0G&/�0& 5���(&(0. �&;�&//00O! ��0E80=&((�& �+��=&(0& M�'&(�5O <�-&8�(�1
75(�'00 �&;�&//00 (�)+��K* %����������� ��	�"��� �� ������ yx U fMx� a� b� � � � � dO!

$��� 4�?��� ���� 
������ ��

�) *&��00 �&��.*(�/*&1 0)�&/*(�2 G*� �/(��(+<0 4����*&�0/*0��<02 �60/+��3
KR0<0 /*&6&(� /�.)0 <&=-5 /�/*��8.KR0<0 X 0 Y -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+
MX2YO2 .�8.K*/. �������"�� �

XY
M����&8.'0�((+1 <�<&(*O

��� U �
XY

U M\MX�m
X
OMY �m

Y
O] U MC��CO

U
�Z

��

�Z
��

Mx�m
X
OMy �m

Y
OfMx� yO dx dy

0 ��%���"��	� �������"��

� U
�
XY

	
X
	
Y

U
M\MX�m

X
OMY �m

Y
O]

	
X
	
Y

� MC��"O

�) �+��=&(01 MC!�CO 0 MC!�"O /8&-5&*2 G*� -8. (�4�=-&(0. �
XY

0 � (&�E4�-0<�
)(�*� )���( ��/6�&-&8&(0. -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+! � E�8�?0(/*�& /85G�&�
6�0 �E��E�*�& 9�/6&�0<&(*�8�(+4 -�((+4 )���( ��/6�&-&8&(0. -�5<&�(�1 /85G�13
(�1 �&80G0(+ (&0)�&/*&(! ��9*�<5 -8. �'&(�0 *&/(�*+ /�.)0 M�0/! C!$2 C!C 0 C!"O
6�0<&(.K*/. *�G&G(+& �'&(�0 ~�

XY
0 ~� �&80G0( �

XY
0 � ,

%����������� �������"��		�� ����	�

~�
XY

U K
XY

U
 
n

nX
i��

Mxi � xOMyi � yOY MC��JO

 J 



Y

X

�

�
s

s

s

s

s
s

s

s s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

� U ���% � U � � U ��%

�
����� ?�> 5 (

 �

��
� ��

����
����*� ���� :	 F ��� DG �-�G �-DG �
�

 
�*
���



���������0�;

%����������� ��%���"��	� �������"��

~� U r U
K

XY

	
X
	
Y

U MC��%O

U

�
 
n

nX
i��

Mxi � xOMyi � yO

��
 
n

nX
i��

Mxi � xO�
 
n

nX
i��

Myi � yO�
�����

�

� -�8�(&1?&< E5-&* 6�8&)(�1 (&/��8��� 0(�. 7��<� )�60/0 9<60�0G&/��;�
����&8.'0�((�;� <�<&(*�,

K
XY

U xy � x � y� MC�A�O


(�8�;0G(� <�=(� )�60/�*� -8. �+E���G(+4 -0/6&�/01 s�x 0 s�y2 G*�

s�x U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� U x� � x�� MC�A aO

s�y U
 
n

nX
i��

Myi � yO� U y� � y�� MC�A bO

� 5G&*�< 9*04 �+��=&(01 6�85G�&< &R& �-(5 7��<585 -8. �+G0/8&(0.
9<60�0G&/��;� ��9770'0&(*� ����&8.'00,

~� U r U
K

XY

	
X
	
Y

U Mxy � x � yO
� h

x� � x�
i h

y� � y�
i �����

� MC�A�O

�0/*&<� (��<�8�(+4 5���(&(01 � 9*04 �E�)(�G&(0.4 6�0(0<�&* �0- M�&;�&//0.
Y (� XO ��

�
b� Z b�x U y�

b�x
� Z b�x� U xy�

MC�AAO

 J�



Y

X

�

�
s

s

s

s

s
s

s

s s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

� U ���% � U � � U ��%

�
����� ?�? 5 (

 �

��
� ��

����
����*� ���� :	 F ��� DG �-�G �-DG �

������ �
�




�*
���

;

�&?�. 9*5 /0/*&<52 (�4�-0<

b� U y � b�x� b� U
xy � x � y
x� � x�

U r
s
Y

s
X

� MC�AFO

�) /0/*&<+ MC!AAO /8&-5&*2 G*� 6�.<�. �&;�&//00 Y (� X 6��4�-0* G&�&) *�G�5
C U Mx� yO! �8&-���*&8�(�2 5���(&(0& 6�.<�1 �&;�&//00 Y (� X <�=(� )�60/�*� �
�0-&

yx � y U r
s
Y

s
X

Mx� xO� MC�A$O

��/*56�. �(�8�;0G(+< �E��)�<2 <�=(� 6���)�*�2 G*� /0/*&<� (��<�8�(+4
5���(&(01 �&;�&//00 X (� Y 0<&&* �0-��

�
a� Z a�y U x�

a�y
� Z a�y� U xy�

MC�ACO

�&?�. 9*5 /0/*&<52 (�4�-0<

a� U x� a�y� a� U
xy � y � x
y� � y�

U r
s
X

s
Y

� MC�A"O

�8&-���*&8�(�2 5���(&(0& 6�.<�1 �&;�&//00 X (� Y <�=(� )�60/�*� � �0-&

xy � x U r
s
X

s
Y

My � yO� MC�AJO

��1-&((+& 7��<58+ 5-�E(+ / �+G0/80*&8�(�1 *�G�0 )�&(0.! #&1/*�0*&8�(�2
G*�E+ )�60/�*� 5���(&(0& �&;�&//00 Y (� X 080 X (� Y2 -�/*�*�G(� (�1*0 *�G&G(+&
�'&(�0 (��<�8�(�1 -�5<&�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO , x2 y2 sx2 sy2 r!

�) 7��<58 MC!A$O 0 MC!AJO �+*&��&* ��=(�& /��*(�?&(0&2 /�.)+��KR&& ��97703
'0&(*+ �&;�&//00 a�2 b� 0 ��9770'0&(* ����&8.'00 ,

r� U a�b� 080 r U �
q
a�b��

 JA



r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r r

r
r

r

r

r
r

r

r

r

r

r

r

r

r r

r

r

r

r r

r

r

r

r

r
r

r

r

r

r

r

r

r
r

r

r

� 
 �  y

x

�
����� ?�� 5 C���
� �

��
� ����$
������� ��

����
����� ���
�
����
, �;

�
���
����
 ������ ��

����
� :	 F �;G �; ������� ������� ��

����

 :	 � �� �;G �;

���
����� ��

����
� :	 � �� <;G �; ��������
� ��

����

 :	 � �� �;

�(�� ��9770'0&(*� ����&8.'00 /��6�-�&* /� )(���< ��9770'0&(*�� �&;�&//00!
�/80 � 7��<58�4 MC!A$O 0 MC!AJO ��9770'0&(* �&;�&//00 Y (� X ���&(

b� U rs
Y
�s

X
02 /��*�&*/*�&((�2 ��9770'0&(* �&;�&//00 X (� Y ���&( a� U rs

X
�s

Y
0

�(0 ����0�����	� M����"�����	�O2 *� ;����.*2 G*� (�6���8&(0& )��0/0<�/*0 Y (�
X ����0�����	� M����"�����	�O! H*� )(�G0*2 G*� 6&�&<&((+& Y 0 X �-(���&<&((�
��������#� M�
���#�O!

��9770'0&(*+ a� 0 b� (& 6�)��8.K* /5-0*� � /*&6&(0 /�.)0 <&=-5 /85G�1(+<0
�&80G0(�<0 Y 0 X! �*&6&(� /�.)0 )��0/0* �* 5;8�2 �E��)���((�;� 6�.<+<0 �&;�&//00!
�&< <&(�?& 5;�8 <&=-5 6�.<+<0 �&;�&//002 *&< *&/(&& /�.)� <&=-5 /85G�1(+<0
�&80G0(�<0 Y 0 X! ��0 /80.(00 -�54 6�.<+4 �&;�&//00 � �-(5 0<&&* <&/*� 80(&1(�.
75(�'0�(�8�(�. )��0/0<�/*� <&=-5 Y 0 X!


;�8 <&=-5 80(0.<0 �&;�&//00 �6�&-&8.&*/. 5���(&(0.<0 MC!A$O 0 MC!AJO!
��� ��� tg� U b� U rs

Y
�s

X
0 tg� U a� U rs

X
�s

Y
2 *� 0) �0/! C!J �+*&��&*2 G*�

tg� U tg
�
�
�
� �� �

�
U ctg M� Z �O2 0 6�9*�<5

tg� U
 � tg� � tg�
tg� Z tg�

U
 � r�

r

s
X
s
Y

s�
X
Z s�

Y

� MC�A%O

� �+G0/80*&8�(�1 6���*0�& 6�0(.*� 6�8�)���*�/. ��9770'0&(*�< ����&8.'00
~� U r U �pa�b� U K

XY
�Ms

X
s
Y
O � ��G&/*�& 6���)�*&8. /*&6&(0 /�.)0!

��)<�=(+& )(�G&(0. ��9770'0&(*� ����&8.'00 ~� �;��(0G&(+ 0(*&���8�<
\� Y  ]! �(5*�0 9*�;� 0(*&���8� �&80G0(� ~� �6�&-&8.&*/. 0) /8&-5KR04 5/8��01 ,

 O &/80 <&=-5 6&�&<&((+<0 X 0 Y /5R&/*�5&* 80(&1(�. 6�8�=0*&8�(�. /�.)�2
*� ��9770'0&(* ����&8.'00 ~� U  Y

�O &/80 <&=-5 6&�&<&((+<0 X 0 Y /5R&/*�5&* 80(&1(�. �*�0'�*&8�(�. /�.)�2
*� ��9770'0&(* ����&8.'00 ~� U � Y

AO 6�0 �*/5*/*�00 )��0/0<�/*0 <&=-5 6&�&<&((+<0 X 0 Y ��9770'0&(*
����&8.'00 ~� U �Y

FO �� �/&4 �/*�8�(+4 /85G�.4 � � ~� �  !
�6���&-80�� 0 �E��*(�& 5*�&�=-&(0&, G&< E80=& 6� <�-58K ��9770'0&(*

����&8.'00 ~� � &-0(0'&2 *&< /08�(&& ��	��	�� ����������� <&=-5 /85G�1(+<0
�&80G0(�<0 X 0 Y2 � G&< E80=& � � (58K2 *&< 9*� )��0/0<�/*� /8�E&&!

 JF



y

x

x�

y�
xy � a� � a�y

yx � b� � b�x

�

�

�

C�x� y�

�

I

�
����� ?�� 5 9 ���
����
0 �*�� 
 ��$�� �
�
��
 
�*
���



��6�<(0<2 G*� ��9770'0&(* ����&8.'00 ~� 4����*&�0)5&* /*&6&(� 80(&1(�1
)��0/0<�/*02 6�9*�<5 -�=& 6�0 ~� U � <�=&* ���)�*�/.2 G*� <&=-5 X 0 Y /5R&/*�5&*
75(�'0�(�8�(�. /�.)� (&80(&1(�;� �0-�!


;8���1 ��9770'0&(* 6�.<�1 �&;�&//00 Y (� X (�)+��K* ��%���"��	���
�� ������ Y (� X 0 �E�)(�G�K* G&�&) �

YjX
! 
(�8�;0G(� 5;8���1 ��9770'0&(* 6�.<�1

�&;�&//00 X (� Y (�)+��K* ��%���"��	��� �� ������ X (� Y 0 �E�)(�G�K* G&�&)
�
XjY

! H*0 ��9770'0&(*+ <�;5* E+*� �+G0/8&(+ 6� 7��<58�<

�
YjX

U
 
	�
X

��
 
n

nX
i��

xiyi

�
�
�
 
n

nX
i��

xi

��
 
n

nX
i��

yi

�

U

xy � x � y
	�
X

� MC�F�aO

�
XjY

U
 
	�
Y

��
 
n

nX
i��

xiyi

�
�
�
 
n

nX
i��

xi

��
 
n

nX
i��

yi

�

U

xy � x � y
	�
Y

� MC�F�bO

� 9*04 �E�)(�G&(0.4 5���(&(0. 6�.<+4 �&;�&//01 6�0(0<�K* �0-

y � y U �
YjX

Mx� xO� x� x U �
XjY

My � yO� MC�F O

4�%���"��	��� ��	��	�� �������"�� 6�0)(���� X 0 Y (�)+��K* �&80G0(5

r U rMX�YO U �q �
XjY

�
YjX

U MC�F�O

U
 

	
X
	
Y

�
 
n

nX
i��

xiyi �
�
 
n

nX
i��

xi

��
 
n

nX
i��

yi

�

�

 J$



���-��* ��9770'0&(*� 80(&1(�1 ����&8.'00 -�&* ��%���"��	� �������	�"��
kdet2 ��*��+1 0)<&�.&* -�8K ���0�'00 ��<6�(&(*+ X2 �EW./(.&<5K �80.(0&< Y2
0 (��E���*!

kdet U r� U �
XjY

�
YjX

� MC�FAO

�/80 80(00 �&;�&//00 �*80G(+ �* 6�.<+42 *� ��9770'0&(* 80(&1(�1 ����&8.3
'00 (& -�&* 6�8(�;� 6�&-/*��8&(0. � /08& /�.)0 <&=-5 /��*�&*/*�5KR0<0 6�0)(�3
��<0 X 0 Y!

� 9*�< /85G�& )� <&�5 )��0/0<�/*0 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 6�0(0<�K* ���!
����"��		�� ��	�2�	�� �

YjX
2 ��*���& .�8.&*/. �*(�?&(0&< /�&-(&;� ���-��*03

G&/��;� �*�8�(&(0. 5/8��(+4 /�&-(04 yx � /�&-(&<5 ���-��*0G&/��<5 �*�8�(&(0K
6�0)(��� Y

�
YjX

U
	
�
Yx

�
	
Y

U

�
kP

j��
mxj

�
Yxj � Y

������

�
nP

j��
myj

�
yj � Y

������
� MC�FFaO


(�8�;0G(� ���-0*/. �������"��		�� ��	�2�	�� �
XjY

6�0)(��� X �* 6�0)(���
Y

�
XjY

U
	
�
Xy

�
	
X

U

�
nP

j��
myj

�
Xyj � X

������

�
kP

j��
mxj

�
xj � X

������
� MC�FFbO

��)<�=(+& )(�G&(0. ����&8.'0�((+4 �*(�?&(01 �
YjX

0 �
XjY

�;��(0G&(+ 0(3
*&���8�< \�Y  ]! �(5*�0 9*�;� 0(*&���8� 9*0 �&80G0(+ �6�&-&8.K*/. 0) /8&-5KR04
5/8��01 ,

 O &/80 �
YjX

U � M080 �
XjY

U �O2 *� 6�0)(��0 Y 0 X (& ����&80�5K*Y
�O &/80 �

YjX
U  2 *� 6�0)(�� Y /�.)�( / 6�0)(���< X 75(�'0�(�8�(�1 /�.)�K2

y U fMxOY
AO �+6�8(.K*/. (&���&(/*�� �

YjX

 jrMX�YOj 0 �

XjY

 jrMX�YOj!

$�!� ������

 %�����	 � 	�
�������


�?��� ����
 
������ ��

�/(��(�. '&8� ����&8.'0�((�;� �(�80)� /�/*�0* � �+.�8&(00 /�.)0 <&=-5 /853
G�1(+<0 �&80G0(�<0 X 0 Y 02 &/80 ���=&*/.2 G*� 9*� /�.)� /5R&/*�5&*2 D �6�&-&3
8&(0& /*&6&(0 E80)�/*0 9*�1 /�.)0 � 75(�'0�(�8�(�1! �� 6���*0�& 6�0 �E��E�*�&
9�/6&�0<&(*�8�(+4 -�((+4 ��9770'0&(* ����&8.'00 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 �
(&0)�&/*&(! �� �&)58�*�*�< 9�/6&�0<&(*� (� �/(���(00 �+E���0 (�4�-0*/. &;� *�3
G&G(�. �'&(�� M6�0E80=&((�& )(�G&(0&O D ��
����	�� ��%���"��	� �������"�� r U ~�!

�/80 �+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00 r ���)�8/. ���(+< (58K2 9*� &R& (&
)(�G0*2 G*� /��*�&*/*�5KR01 ��9770'0&(* ����&8.'00 � ���&( (58K2 � /85G�1(+&
�&80G0(+ X 0 Y (&)��0/0<+ M� /85G�& 04 (��<�8�(�/*0O2 0 (��E���*2 &/80 r �U �2 *�
9*� &R& (& )(�G0*2 G*� � �U �2 � /85G�1(+& �&80G0(+ <�;5* ���)�*�/. (&)��0/0<+<0!

 JC



� �� ���$ �!� �!$  !�

�r

�!�

�!$

 !�

 !$

�!�

�!$

A!�

f��r�

�!�

�!$

 !�

 !$

�!�

�!$

A!�

f��r�

� � ����

������������
������������
�������������
�����������
�����������
������������
������������
�����������
�����������
������������
�������������
������������
������������
������������
�����������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
�������������
������������
������������
������������
�����������
������������
�����������
������������
������������
������������
������������
�������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ����

������������������������������
����������������
��������������
��������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
�������������
���������������
���������������
������������������
�������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ���

����������������������������������������������������������������������������������
���������������������������
������������������������
��������������������
�������������������
��������������������
�������������������
�������������������
��������������������
�������������������
��������������������
�����������������������
����������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ���

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������

������������������������������
��������������������������
�����������������������
���������������������
�������������������
�������������������
������������������
������������������
�����������������
�����������������
�����������������
������������������
�������������������
�������������������
��������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ���

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������

������������������������
�������������������
�����������������
��������������
��������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
�����������
�������������
�����������
�������������
�����������
�����������
�������������
������������
�������������
�����������
�����������
�������������
������������
�����������
�������������
������������
������������
������������
������������
�����������
�����������
�������������
������������
�����������
�������������
������������
������������
������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
����� ?�D 5 &�������� 
� > ���������� 
���
������
� ��
��������� f:Ur; F f:UrG 	� n;G

:��H�� ����
�
 
���� n F ��G ���
�
����
 �

������ ��� 
�������. ��3""
�
�����

��

����

- 
����. 	 F B�-�G B�-<G �-�G �-<G �-�;

#8. *�;� G*�E+ (� �/(��& /*�*0/*0G&/��;� �(�80)� �*�&*0*� (� ��6��/2
(�4�-.*/. 80 /85G�1(+& �&80G0(+ � ����&8.'0�((�1 )��0/0<�/*02 (&�E4�-0<�
6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , � U �g 6��*0� �-(�1 0) �8�*&�(�*0�(+4 ;06�*&)
fH� , � �U �g2 080 fH� , � � �g2 080 fH� , � � �g!

�/(�2 G*� -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ (&�E4�-0<� )(�*� )���( ��/6�&-&8&3
(0. �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00!

�8�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 9<60�0G&/��;� M�+E���G(�;�O ��97703
'0&(*� ����&8.'00 r � /85G�&2 &/80 �+E���� 6�85G&(� 0) /����56(�/*0 / -�5<&�(+<
(��<�8�(+< ��/6�&-&8&(0&<2 )��0/0* �* �EW&<� �+E���0 n 0 ��9770'0&(*� ����&3
8.'00 � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 0 0<&&* �0- ,

fM~rO U
n� �



M � ��O
n�����M � ~r�O
n�����

�Z
�

xn��

M � �~rxOn��

dxp
 � x�

� MC�F$O

#8. �+E���� 0) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 � ��*���1 �&80G0(+ X 0 Y
(��<�8�(+ 0 (&)��0/0<+2 *!&! � U �2 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1
9<60�0G&/��;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 �6�&-&8.&*/. �+��=&(0&<

fM~rO U
 



k
�
n��
�

�
k
�
n��
�

� M � ~r�O
n������ MC�FCO

P��<58+ MC!F$O 0 MC!FCO (�)+��K* ����������	��� 4������!
�� �0/! C!% 0 C! � 6�0�&-&(+ ;��70�0 -077&�&('0�8�(�1 0 0(*&;��8�(�1

75(�'01 ��/6�&-&8&(0. �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 6�0 n U  � 0
� U ���J2 D�2FY �2�Y �2FY �2J!

 J"



� �� ���$ �!� �!$  !�

�r

�!��

�!�$

�!$�

�!"$

 !��

F ��r�

�!��

�!�$

�!$�

�!"$

 !��

F ��r�

� � ����

���������������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
�������������
������������
�����������
�������������
������������
�����������
�������������
�����������
������������
�������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
�������������
��������������
���������������
���������������
�����������������
������������������
���������������������
������������������������������

������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ����

���������������������������������������������������������
��������������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
��������������
��������������
������������
��������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
��������������
��������������
��������������
�������������
��������������
��������������
�������������
��������������
��������������
��������������
���������������
��������������
��������������
��������������
����������������
����������������
�����������������
������������������
������������������
���������������������
������������������������
������������������������������

�����������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� � ���

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������

����������������������
���������������������
�������������������
�����������������
�����������������
�����������������
���������������
���������������
����������������
��������������
��������������
���������������
��������������
��������������
��������������
��������������
�������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
���������������
��������������
��������������
��������������
���������������
���������������
��������������
����������������
���������������
���������������
�����������������
����������������
������������������
�������������������
��������������������
�����������������������
�������������������������������

������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������

� � ���

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������

������������������������������
������������������������
����������������������
�������������������
������������������
����������������
�����������������
���������������
���������������
��������������
��������������
���������������
��������������
��������������
��������������
�������������
�������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
������������
�������������
�������������
�������������
�������������
������������
�������������
�������������
��������������
�������������
�������������
�������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
����������������
����������������
��������������������
������������������������������������

�������������������������������

� � ���

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������

�������������������������
�������������������
�����������������
����������������
���������������
��������������
�������������
�������������
��������������
������������
�������������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
������������
������������
������������
�������������
�����������
������������
�������������
������������
������������
������������
������������
�������������
�����������
������������
�����������
�������������
������������
�����������
�������������
������������
�������������
������������
�������������
������������
��������������
��������������������

�
����� ?��� 5 &�������� 
� > 
���*
�����. 
���
������
� F :Ur; F F :UrG 	� n; :��H��

����
�
 
���� n F ��G ���
�
����
 �

������ ��� 
�������. ��3""
�
����� ��

����

-


����. 	 F B�-�G B�-<G �-�G �-<G �-�;

��/*��&(0& 0(*&���8�(+4 �'&(�� -8. ��9770'0&(*� ����&8.'00 ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0 <&*�-�<02 (&6�/�&-/*�&((� 0/6�8�)5KR0<0 7��<58+ MC!F$ODMC!FCO2
6�0<&(.&*/. -�/*�*�G(� �&-��! � 6���*0�& -8. 6�/*��&(0. 0(*&���8�(+4 �'&(��
-8. � 6�8�)5K*/. 80E� (�<�;��<<�<0 M� /6&'0�80)0����((+4 <�*&<�*0G&/�04
080 /*�*0/*0G&/�04 6��&*�4O2 �/(���((+<0 (� 9*04 7��<58�42 80E� 6�0<&(.K*
/6&'0�8�(+& 6�&�E��)���(0. 9<60�0G&/��;� ��9770'0&(*� ����&8.'002 ��*��+&
6�)��8.K* /�&/*0 ��/6�&-&8&(0& (&��*���1 75(�'00 �* �+E���G(�;� ��9770'0&(*�
����&8.'00 � 4���?� 0)5G&((+< ��/6�&-&8&(0.<2 (�6�0<&�2 (��<�8�(�<5 080
��/6�&-&8&(0K �*�K-&(*�!

����&��� )(�G0<�/*0 �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 r2 *!&! 6���&���2
���5K �&80G0(5 �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 /8&-5&* /G0*�*� -�/*�*�G3
(�1 -8. /*�*0/*0G&/�0 �E�/(���((�;� �+��-� � (�80G00 ����&8.'0�((�1 /�.)0 <&=3
-5 0//8&-5&<+<0 6&�&<&((+<0 X 0 Y2 �/(��+��&*/. (� /8&-5KR04 *�&4 <�*&<�*03
G&/�04 <�-&8.42 ��*��+& .�8.K*/. �E�ER&(0&< 0/4�-(+4 6�&-6�/+8�� � -�5<&�(�1
;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 MX2YO!

�����3  �
��0<&(.&*/. -8. 6���&��0 ;06�*&)+ �E �*/5*/*�00 ����&8.'0�((�1 /�.)0

<&=-5 0//8&-5&<+<0 6&�&<&((+<02 *!&! -8. 6���&��0 ;06�*&)+ fH� , � U �g!
�/4�-(+& 6�&-6�8�=&(0. 0 �;��(0G&(0. ,

�O -�5<&�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<+4 6&�&<&((+4 MX2YO � ;&(&��8�3
(�1 /����56(�/*0 6�&-6�8�;�&*/. (��<�8�(+<Y

EO �EW&< �+E���0 n <�=&* E+*� 8KE+<!

 JJ



#8. 6���&��0 )(�G0<�/*0 �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 �+G0/8.&*/.
/*�*0/*0��

t U r
q
Mn� �OM � r�O� MC�F"O

0<&KR�. ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� / 
 U n� � /*&6&(&1 /��E�-+!
#8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ fH� , � U �g (�4�-.* 6� *�E80'�<

��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� 70�/0����((�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � 0 G0/85
/*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n�� ��0*0G&/��& )(�G&(0& t����n��2 5-��8&*���.KR&& 5/8��0K
PrMjtj 
 t����n��O U �!

�/80
jt����j 
 t���� n��� MC�FJaO

*� (58&�5K ;06�*&)5 �E �*/5*/*�00 80(&1(�1 )��0/0<�/*0 <&=-5 6&�&<&((+<0 X 0
Y /8&-5&* �*�&�;(5*�!

�/80 =&
jt����j � t���� n��� MC�FJbO

*� (&* �/(���(01 �*�&�;�*� (58&�5K ;06�*&)5 � (&����&80����((�/*0 6&�&<&((+4 X
0 Y!

�����3 !�
��0<&(.&*/. -8. 6���&��0 ;06�*&)+ � /08& ����&8.'0�((�1 /�.)0 <&=-5 6&�&3

<&((+<0 X 0 Y2 0(�G& ;����.2 -8. 6���&��0 (58&��1 ;06�*&)+ � *�<2 G*� ��97703
'0&(* ����&8.'00 � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 ���&( (&��*���<5 70�/0����((�<5
G0/852 *!&! fH� , � U ��g! M�/80 �� U �2 *� 6���&�.&*/. ;06�*&)� � (&����&80����(3
(�/*0 6&�&<&((+4 X 0 Y!O

�/4�-(+& 6�&-6�8�=&(0. 0 �;��(0G&(0. ,

�O -�5<&�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<+4 6&�&<&((+4 MX2YO � ;&(&��8�3
(�1 /����56(�/*0 6�&-6�8�;�&*/. (��<�8�(+<Y

EO �EW&< �+E���0 n -�/*�*�G(� �&80� Mn 
 $�OY

�O �+G0/8&((�& )(�G&(0& �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 (&�&80��
Mj�j � �� $O!

�/80 9*0 6�&-6�8�=&(0. �+6�8(&(+2 *� �+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00
r 0<&&* 6�0E80=&((� (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&<2
���(+< ��9770'0&(*5 ����&8.'00 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 � 0 -0/6&�/0&12 ���(�1
	r U M �r�O�pn! H*� (&6�/�&-/*�&((� <�=(� )�<&*0*�2 �(�80)0�5. ;��70� 68�*(�/*0
��/6�&-&8&(0. �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00 M�0/! C!%O! �*/K-� /8&-5&*2 G*�
&/80 (58&��. ;06�*&)� fH� , � U ��g �&�(�2 *� /*�*0/*0��

u U
r � ��q

M � ���O�
p
n

MC�F%O

0<&&* 6�0E80=&((� (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / (58&�+< <�*&<�*0G&/�0< �=03
-�(0&< 0 -0/6&�/0&12 ���(�1 &-0(0'&! �+E&�&< u��� D ��0*0G&/��& )(�G&(0&
/*�(-��*0)���((�1 (��<�8�(�1 /85G�1(�1 �&80G0(+2 5-��8&*���.KR&1 5/8��0K
PrMjuj 
 u���O U �!

 J%



�/80
ju����j 
 u���� MC�$�aO

*� ;06�*&)� fH� , � U ��g �*�&�;�&*/.!
�/80 =&

ju����j � u���� MC�$�bO

*� (&* �/(���(0. �*�&�;�*� (58&�5K ;06�*&)5!
��0<&(&(0& 9*�1 <�-&80 6�)��8.&* *��=& (�4�-0*� 6�0E80=&((+& -��&�0*&8�3

(+& 0(*&���8+ -8. ��9770'0&(*� ����&8.'00 � ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 6� 7��3
<58& �

r � u���
q
M � ���O�

p
n
	

� � �
�
r Z u���

q
M � ���O�

p
n
	
� MC�$ O

�/80 ���=&*/.2 G*� �+G0/8&((+1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 (& (���+��&*
)(�G&(0& � U ��2 *� ;06�*&)� fH� , � U ��g �*�&�;�&*/.2 � 6��*0�(�< /85G�& -�((+&
9�/6&�0<&(*� (& 6�)��8.K* �*�&�;(5*� (58&�5K ;06�*&)5!

�����3 "�
�/4�-(+& 6�&-6�8�=&(0. 0 �;��(0G&(0. ,

�O -�5<&�(+1 )���( ��/6�&-&8&(0. 0//8&-5&<+4 6&�&<&((+4 MX2YO � ;&(&��8�3
(�1 /����56(�/*0 6�&-6�8�;�&*/. (��<�8�(+<Y

EO �EW&< �+E���0 n -�/*�*�G(� �&80� Mn 
 $�O!

#8. 6���&��0 ;06�*&)+ � /08& ����&8.'0�((�1 /�.)0 �+G0/8.&*/. /*�*0/*0��
M6�&�E��)���(0& P0?&��O

z U
 
�
ln
� Z r

 � r

	
� *�&� r U thz U

e�z �  
e�z Z  

� MC�$�O

��=(� 6���)�*�2 G*� ��/6�&-&8&(0& /*�*0/*0�0 z -�/*�*�G(� 4���?� �66���3
/0<0�5&*/. (��<�8�(+< ��/6�&-&8&(0&< / <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&<

M\Z] U
 
�
ln

�
 Z ��
 � ��

�
Z

��
�Mn�  O

MC�$AO

0 (& )��0/.R&1 �* � -0/6&�/0&1

D\Z] U
 

n� A
� MC�$FO

�*�*0/*0��

u U

�
 �  $ A lg

 Z r

 � r
�  �  $ A lg

 Z ��
 � ��

� ��
�Mn�  O

� p
n� A MC�$$O

0<&&* �/0<6*�*0G&/�0 (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& / (58&�+< <�*&<�*0G&/�0< �=03
-�(0&< 0 -0/6&�/0&12 ���(�1 &-0(0'&! ����&��� ;06�*&)+ fH� , � U ��g 6����-0*/.
6� *�1 =& /4&<&2 G*� 0 � ��-&80 �2 *!&! 6� 7��<58& MC!$$O �+G0/8.&*/. 9<60�0G&/��&
)(�G&(0& u���� /*�*0/*0�0 u! ��8�)5./� *�E80'&1 75(�'00 ��68�/�2 6� 70�/0����(3
(�<5 5���(K )(�G0<�/*0 � (�4�-.* ��0*0G&/��& )(�G&(0& u���2 5-��8&*���.KR&&
5/8��0K PrMjuj 
 u���O U �!

 %�



�/80 �+G0/8&((�& )(�G&(0& /*�*0/*0�0 5-��8&*���.&* (&���&(/*�5

ju����j 
 u���� MC�$CaO

*� ;06�*&)5 fH� , � U ��g /8&-5&* �*�&�;(5*�!
�/80 =&

ju����j � u���� MC�$CbO

*� (&* �/(���(0. �*�&�;�*� (58&�5K ;06�*&)5!

1�����	��� ��-&8� A .�8.&*/. (�0E�8&& �ER&12 *�� ��� <�=&* 6�0<&(.*�/. 6�0
8KE+4 )(�G&(0.4 n2 � 0 r! �� ��;-� 6���&�.&*/. (58&��. ;06�*&)� fH� , � U �g2 *�
'&8&/��E��)(&& 0/6�8�)���*� ��-&8�  ! �/80 =& �+G0/8&((�& )(�G&(0& �+E���G(�;�
��9770'0&(*� ����&8.'00 (& .�8.&*/. �G&(� E�8�?0< Mjrj � �� $O 0 �EW&< �+E���0
-�/*�*�G(� �&80� Mn 
 $�O2 *� /8&-5&* �+E��*� ��-&8� �!

$�$� : ��

 �������� �
#�"����� �������# � ���



�?��� ������ �������%� ��
������ ��%������

��/8& (�4�=-&(0. 9<60�0G&/��;� 5���(&(0. �&;�&//00 Y (� X

yx U b� Z b�x

6�-/G0*+��K* /�&-(KK ���-��*0G(5K �?0E�5 se � sy�x2 4����*&�0)5KR5K /*&6&(�
��//&0��(0. 9�/6&�0<&(*�8�(+4 *�G&� ����5; 80(00 �&;�&//002 *!&! /*&6&(� ��//&03
��(0. )��0/0<�1 6&�&<&((�1 Y2 �G0R&((�1 �* �80.(0. 6&�&<&((�1 X ,

se � sy�x U

�
 

n� �

nX
i��

Myi � yxO
�

����

� MC�$"O

��&-(0& ���-��*0G(+& �?0E�0 	b� 0 	b� �6�&-&8&(0. ��9770'0&(*�� b� 0 b�
�6�&-&8.K*/. �+��=&(0.<0

	�
b�

U 	�
y�x

�
�  
n
Z x�

�
nX
i��

Mxi � xO�

��

�
A � MC�$JaO

	�
b� U 	�

y�x

�
nX
i��

Mxi � xO�

��

� MC�$JbO

��<&(.. � 9*04 7��<58�4 (&0)�&/*(5K -0/6&�/0K 	�
y�x &L (&/<&R&((�1 �'&(��1

s�y�x2 6�/8& 6�&�E��)���(01 6�85G0< 9<60�0G&/�0& -0/6&�/00 ��9770'0&(*�� �� 0 ��

80(&1(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 se � sy�x

	�
b� U

�
s�y�x

nX
i��

x�
i

���n nX
i��

x�
i �

�
nX
i��

xi

��
�
�
��

� MC�$%O

	�
b�

U
�
ns�y�x

� ��n nX
i��

x�
i �

�
nX
i��

xi

��
�
�
��

� MC�C�O

 % 



���-��*(+1 ���&(� 0) 9*04 )(�G&(01 (�)+��&*/. ����	�� ���������	��
�2�
��� 	�$�0��	�� �"�	�� b� � b�! ��&-(.. ���-��*0G(�. �?0E�� 5��)+��&*2
(�/��8��� � /�&-(&< �'&(�0 ��9770'0&(*�� b� 0 b� �*80G�K*/. �* <�-&8�(+4
��9770'0&(*�� �&;�&//00 �� 0 ��!

�&*�-+ �&;�&//0�((�;� �(�80)� ���)+��K*/. /�-&�=�*&8�(+<0 0 ����&�*(+<0
80?� 6�0 /�E8K-&(00 (&��*��+4 *�&E���(012 6�&-W.�8.&<+4 � 5/8��0.< /E���
/*�*0/*0G&/��;� <�*&�0�8� � 9�/6&�0<&(*&!

�/80 ;06�*&)� � (��<�8�(�< )���(& ��/6�&-&8&(0. /0/*&<+ /85G�1(+4 �&80G0(
MX2YO /6���&-80��2 *� ,

�O <�*&<�*0G&/��& �=0-�(0& M\YjXU x] U �� Z ��xY
EO 5/8��(�. -0/6&�/0. D\YjXU x] 6�/*�.((� -8. �/&4 )(�G&(01 x 0 ���(�

	�
y�x U 	�

yM � ��OY
�O ��/6�&-&8&(0& f

Y
MyjxO (��<�8�(�&Y

;O (�E8K-&(0. fMxi� yiOg2 Mi U  � �� � � � � nO (&)��0/0<+!

�/80 ���)+��&*/. ��)<�=(+< 6�0(.*�2 G*� (��<�8�(�. <�-&8� �.-� (�E8K3
-&(01 fMxi� yiOg 4���?� �*��=�&* )���(�<&�(�/*0 0//8&-5&<�1 -�5<&�(�1 �&80G0(+
MX2YO2 *!&! 6&�&G0/8&((+& *�&E���(0. �O D ;O �+6�8(.K*/.2 *� � 9*�< /85G�& �'&(�0
��9770'0&(*�� �&;�&//00 b� 0 b� � 6���*0G&/�04 ��/G&*�4 �60/+��K* M6�0E80=&(3
(�O (��<�8�(� ��/6�&-&8&((+<0 /85G�1(+<0 �&80G0(�<0 / <�*&<�*0G&/�0<0 �=03
-�(0.<0 ��2 �� 0 -0/6&�/0.<0 	�

b�
2 	�

b�
! ��;-� &/80 	�

y�x 0)�&/*(�2 *� /*�*0/*0�0
u� U Mb� � ��O�	�

y�x 0 u� U Mb� � ��O�	�
y�x ��/6�&-&8&(+ 6� (��<�8�(�<5 )���(5 / (58&3

�+< <�*&<�*0G&/�0< �=0-�(0&< 0 -0/6&�/0&12 ���(�1 &-0(0'&!
�*�*0/*0�0 uj2 j U ��  2 <�=(� 6�0<&(.*� -8. 6�/*��&(0. 0(*&���8�(+4

�'&(�� ��9770'0&(*��! � 9*�< /85G�& 0/��<+& -��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8.
��9770'0&(*�� 0/*0((�;� 5���(&(0. �&;�&//00 E5-5* (�4�-0*�/. 6� )�-�((�1
-��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0 p U  � � 6� 7��<58&

Pr

�
�u��� � bj � �j

	y�x
p
cjj

� u���

�
U  � �� j U ��  � MC�C O

;-& u��� D ���(*08� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. NM�Y  OY

c�� U

nP
i��

x�
i

n
nP
i��

x�
i �

�
nP
i��

xi

	� � c�� U
n

n
nP
i��

x�
i �

�
nP
i��

xi

	� � MC�C�O

��&�E��)5. �+��=&(0& MC!C O2 6�85G0< Mj U �2  O

Pr
�
bj � u���	y�x

p
cjj � �j � bj Z u���	y�x

p
cjj
�

U  � �� MC�CAO

��0 6���&-&(00 9�/6&�0<&(*�8�(+4 ��E�* �&80G0(� 	y�x (&0)�&/*(�! ��&-6�3
8�=0<2 G*� / 6�<�R�K <&*�-� (�0<&(�?04 ���-��*�� E+8� (�1-&(� (&/<&R&((�.
�'&(�� ~	y�x �&80G0(+ 	y�x 6� 7��<58&

~	y�x U sy�x U
 

n� �

nX
i��

Myi � b� � b�xO
�� MC�CFO

 %�



��;-� /*�*0/*0�� Mj U ��  O

t U
bj � �j
sbj

U
bj � �j
sy�x

p
cjj

MC�C$O

0<&&* ��/6�&-&8&(0& �*�K-&(*� / 
 U n � � /*&6&(.<0 /��E�-+2 ��*��5K <�=(�
0/6�8�)���*� -8. 6�/*��&(0. 0(*&���8�(+4 �'&(�� ��9770'0&(*�� 80(&1(�;� 5���3
(&(0. �&;�&//00!

��//<�*�0<  ��M � �O_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��9770'0&(*�� �� 0
��! #8. &;� 6�/*��&(0. 6� *�E80'�< t3��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� G0/85 /*&6&(&1
/��E�-+ 
 U n� � 0 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0 p U  �� (�4�-0< )(�G&(0& t����n��2
5-��8&*���.KR&& 5/8��0K

Pr
�
jtj � t���� n��

�
U  � �� MC�CCO

��/8& 6��/*+4 6�&�E��)���(01 6�85G0<

Pr

�
�t���� n�� �

b� � ��

sy�x
p
c��

� t���� n��

�
U  � �� MC�C"O

Pr

�
�t���� n�� �

b� � ��

sy�x
p
c��

� t���� n��

�
U  � �� MC�CJO

� �&)58�*�*& 6�&�E��)���(0. �E�04 (&���&(/*� � ��5;8+4 /��E��4 (�1-&< -8.
 ��M ��O_3;� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. ��9770'0&(*�� 80(&1(�1 �&;�&//00 ��

0 �� , �
b� � t����n��sy�x

p
c��
�

� �� �
�
b� Z t����n��sy�x

p
c��
�
� MC�C%O�

b� � t����n��sy�x
p
c��
�

� �� �
�
b� Z t����n��sy�x

p
c��
�
� MC�"�O

��1-&((+<0 �+��=&(0.<0 G�/*� 6�8�)5K*/. 6�0 ��//<�*�&(00 )�-�G 6��;(�3
)0����(0. ��&<&((+4 )��0/0<�/*&1 M�<&/*& / 6�&-W.�8&(0&< �'&(�0 6��;(�)(+4 6�3
;�&?(�/*&1O!

$�&� >������� ��%���������� 
�
��	

��"�� ����� �����������

� 6��'&//& �+6�8(&(0. 6���*0G&/�04 ��E�* 0 �&?&(0. )�-�G 80(&1(�;�
�&;�&//0�((�;� �(�80)� <&=-5 -�5<. 6&�&<&((+<0 /8&-5&* 6�<(0*� � /��*�&*/*�00
<&=-5 4����*&�0/*0��<02 ��*��+& �*(�/.*/. � *&��&*0��3�&��.*(�/*(+< <�-&8.<
0 �*�&G�KR0< 0< /*�*0/*0G&/�0< �&80G0(�<2 � 04 �+E���G(+< �(�8�;�<!

�E��E�*+��. /*�*0/*0G&/�0& -�((+&2 (&�E4�-0<� 0<&*� � �0-5 /��*�&*/*�0&
<&=-5 4����*&�0/*0��<0 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 0 �+E���G(�1 /����56(�/*0!

�/(��(+& 0) 5��)�((+4 �&80G0( 6�0�&-&(+ � *�E80'&3/��-�&!

 %A



������ ���	��
� �����
����
��
������	���� � �
�������� ����������
��

:&(&��8�(�. /����56(�/*� �+E���G(�. /����56(�/*�

M\X] U m
X

U
R R

xfMx� yO dx dy U x U �
n

P
i
xi

U
R
xfMxO dx

M\Y] U m
Y

U
R R

yfMx� yO dx dy U y U �
n

P
j
yj

U
R
yfMyO dy

	�
X

U
R R

Mx�m
X
O�fMx� yO dx dy U s�

X
U �

n

P
i
Mxi � xO� U

U
R
Mx�m

X
O�fMxO dx U x� � x�

	�
Y

U
R R

My �m
Y
O�fMx� yO dx dy U s�

Y
U �

n

P
j
Myj � yO� U

U
R
My �m

Y
O�fMyO dy U y� � y�

�
XY

U K
XY

U
U

R R
xyfMx� yO dx dy�M\X]M\Y] U �

n

P
i

P
j
Mxi � xO Myj � yO

� U �
XY

�
X
�
Y

r U K
XY

s
X
s
Y

��-&8�(�& 5���(&(0& H<60�0G&/��& 5���(&(0&
�&;�&//00 Y (� X �&;�&//00 Y (� X

M\YjX U x] U m
Y
Z �

�
Y

�
X

Mx�m
X
O yx U y Z r

s
Y

s
X

Mx� xO

��-&8�(�& 5���(&(0& H<60�0G&/��& 5���(&(0&
�&;�&//00 X (� Y �&;�&//00 X (� Y

M\XjY U y] U m
X
Z �

�
X

�
Y

My �m
Y
O xy U xZ r

s
X

s
Y

My � yO

&��
��  
� *�E80'& 6�0�&-&(+ �&)58�*�*+ n U   0)<&�&(01 )(�G&(01 xi (�<0(�8�� -80(

<�-&8&1 M6�0)(�� XO 0 ?0�0( <�-&8&1 yi M6�0)(�� YO ,

 %F



i  � A F $ C " J %  �   
xi2 �� �2%�  2��  2A� �2""  2A�  2��  2A� �2%$  2F$  2A�  2��
yi2 �� D�2A� �2 � �2"� D�2�J D�2�$ �2�� �2A" D�2"� �2$$ �2A$ �2A�

#8. 9*04 -�((+4 6�&-6�8�;�&*/.2 G*� <&=-5 6�0)(���<0 X 0 Y /5R&/*�5&*
80(&1(�. �&;�&//0�((�. )��0/0<�/*� M\YjXU x] U �� Z ��x!

��&E5&*/. ,
 O �'&(0*� 6���<&*�+ �� 0 �� <�-&8�(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 <&*�-�<

(�0<&(�?04 ���-��*��Y
�O (�1*0 /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �?0E�0 ��9770'0&(*�� (�1-&((�;� 9<60�03

G&/��;� 5���(&(0. �&;�&//00Y
AO 6�/*��0*� %$_3& -��&�0*&8�(+& 0(*&���8+ -8. ��9770'0&(*�� 80(&1(�;�

5���(&(0. �&;�&//00 �� 0 ��Y
FO 6�8�)5./� 9<60�0G&/�0< 5���(&(0&< �&;�&//002 (�1*0 *�G&G(5K �'&(�5

�*�8�(&(0. �* (�<0(�8�(�;� ��)<&�� -80(+ <�-&802 &/80 ?0�0(� <�-&80 �*�8�(.&*/.
�* (�<0(�8�(�;� ��)<&�� (� �&80G0(5 x� U  �  ��Y

$O �+G0/80*� ��9770'0&(* ����&8.'00 0 ��9770'0&(* -&*&�<0(�'00! �EW./3
(0*� /<+/8 ��9770'0&(*� -&*&�<0(�'00!

'�(����
�� �(�G�8� �+G0/80< �/6�<�;�*&8�(+& /5<<+!
��/8&-���*&8�(� (�4�-0< ,

nX
i��

xi U  �� %AY
nX
i��

yi U �� JJY

nX
i��

xiyi U  � " %AY
nX
i��

x�
i U  $� CF  Y

��1-&< �+E���G(+& /�&-(0& ,

x U
 
  
�  �� %A U  �  "$Y y U

 
  
� �� JJ U �� �J��

��1-&< �'&(�0 b� 0 b� ��9770'0&(*�� 0/*0((�;� 5���(&(0. �&;�&//00 6�
7��<58�< Y

b� U
n M
Pn

i�� xiyiO� M
Pn

i�� xiO M
Pn

i�� yiO

n M
Pn

i�� x
�
i O� M

Pn
i�� xiO

� U
  �  � " %A�  �� %A � �� JJ
  �  $� CF  �  �� %A�

U  � $F"%Y

b� U y � b�x U �� �J�  � $F"% �  �  "$ U � � "AJJ�
�8&-���*&8�(�2 9<60�0G&/��& 5���(&(0& �&;�&//00 0<&&* /8&-5KR01 �0- ,

yx U � � "AJJ Z  � $F"%x�

:��70� 6�/*��&((�;� 9<60�0G&/��;� 5���(&(0. 80(&1(�1 �&;�&//00 6�0�&-&(
(� �0/! C!  !

�� #8. (�4�=-&(0. /�&-(04 ���-��*0G&/�04 �?0E�� 	b� 0 	b� 2 4����*&�0)5K3
R04 *�G(�/*� (�1-&((+4 ��9770'0&(*�� b� 0 b� 9<60�0G&/��;� 5���(&(0. �&;�&//002

 %$



�!� �!$  !�  !$ �!�
x

� ��

���$

�!�

�!$

 !�

y

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
��������������
���������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
��������������
��������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
���������������
���������������
���������������
��������������
���������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
��������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
��������������
��������������
���������������
���������������
��������������
������������

s

s

s

s

s
s

s

s

s

s
s

�
����� ?��� 5 =
�*
���� 
������
� 3����

���������. �����G ������� 3��


������

�
�����
� 
�*
���

 yx F ��� �8�� R �� ><�Dx

�+G0/80< �(�G�8& /�&-(KK ���-��*0G&/�5K �?0E�52 4����*&�0)5KR5K ��//&0��(0&
9<60�0G&/�04 *�G&� ����5; 80(00 �&;�&//00! #8. 9*�;� 6��0)�&-&< �'&(�5 )(�G&(01
)��0/0<�1 6&�&<&((�1 6� 7��<58& yx U � � "AJJ Z  � $F"%x 0 �+G0/80< �*�8�(&(0.
ei U yx Z  � "AJJ�  � $F"%xi! � �&)58�*�*& (�1-&<

P��
i�� e

�
i U �� "$C !

�6�&-&80< (&/<&R&((5K �'&(�5 -0/6&�/00 )��0/0<�1 6&�&<&((�1 Y2 �G0R&(3
(�1 �* �80.(0. 6&�&<&((�1 X2 6� 7��<58&

~	�
y�x U s�y�x U

 
n� �

nX
i��

Myx Z  � "AJJ�  � $F"%xiO� U
�� "$C 

%
U �� �JF� �

�+G0/80< 9<60�0G&/�0& -0/6&�/00 *�G&G(+4 �'&(�� ��9770'0&(*�� �&;�&/3
/00 ,

s�b� U

�
s�y�x

nX
i��

x�
i

���n nX
i��

x�
i �

�
nX
i��

xi

��
�
�
��

U

U
 $� CF  � �� �JF� 

  �  $� CF  �  �� %A�
U �� �C%%"Y

s�b� U
�
ns�y�x

� ��n nX
i��

x�
i �

�
nX
i��

xi

��
�
�
��

U

U
  � �� �JF� 

  �  $� CF  �  �� %A�
U ��  J%JC�

�8&-���*&8�(�2 sb� U �� $��Y sb� U �� FAC!

�� #8. 6�/*��&(0. %$_34 -��&�0*&8�(+4 0(*&���8�� -8. ��9770'0&(*��
80(&1(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 �� 0 �� 6� *�E80'�< tD��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6�

 %C



G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n� � U % 0 -��&�0*&8�(�1 �&��.*(�/*0 p U  �� U �� %$
(�4�-0< ��0*0G&/��& )(�G&(0& /*�*0/*0�0 M���(*08�O t���� n�� U t�
���� � U �� �C�!

�/6�8�)5. 7��<585�
b� � t���� n��sb�

�
� �� �

�
b� Z t����n��sb�

�
�

(�4�-0< %$_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��9770'0&(*� b�

b� � t�
���� �sb� U � � "AJJ� M�� �C� � �� $��O U \��� % $�Y ��� $C�C]�

�8&-���*&8�(�2 ��� % $� � b� � ��� $C�C!

(�8�;0G(�2 0/6�8�)5. 7��<585�

b� � t���� n��sb�
�

� �� �
�
b� Z t����n��sb�

�
�

(�4�-0< %$_D1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��9770'0&(*� b�

b� � t�
���� �sb� U  � $F"%� M�� �C� � �� FACO U  � $F"%� �� %JJ$�

�8&-���*&8�(�2 �� $$%F � b� � �� $ACF!

�� ��1-&< *�G&G(5K �'&(�5 �*�8�(&(0. �* (�<0(�8�(�;� ��)<&�� -80(+
<�-&802 &/80 ?0�0(� <�-&80 �*�8�(.&*/. �* (�<0(�8�(�;� ��)<&�� (� �&80G0(5
x� U  �  �� ,

yx� U  � "A%F�  � $F"% �  �  � U �� �AC ���

�� �+G0/80< ��9770'0&(* ����&8.'00

r U
n M
Pn

i�� xiyiO� M
Pn

i�� xiO M
Pn

i�� yiOq
n M
Pn

i�� x
�
i O� M

Pn
i�� xiO�

q
n M
Pn

i�� y
�
i O� M

Pn
i�� yiO�

U

U
  �  � " %A�  �� %A � �� JJp

  �  $� CF  �  �� %A�
p
  �  � JJ$C� �� JJ�

U �� "CFF�

�8&-���*&8�(�2 ��9770'0&(* -&*&�<0(�'00 /8&-5KR01 ,

kdet U r� U �� $JF�

��85G&((+1 �&)58�*�* �)(�G�&*2 G*� $J2F_ ��//&0��(0. )��0/0<�1 6&�&<&((�1
�EW./(.&*/. 80(&1(�1 �&;�&//0&1 Y (� X2 � F 2C_ ��//&0��(0. Y <�;5* E+*� �+)��3
(+ 80E� /85G�1(+<0 �?0E��<0 9�/6&�0<&(*�2 80E� *&<2 G*� 80(&1(�. �&;�&//0�((�.
<�-&8� 68�4� /�;8�/5&*/. / 9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0!

&��
�� !
� *�E80'& 6�0�&-&(+ �&)58�*�*+ n U $� 0)<&�&(01 )(�G&(01 xi 6�0)(��� X 0

)(�G&(01 yi 6�0)(��� Y!

�/6�8�)5. )(�G&(0.2 6�0�&-&((+& � -�((�1 *�E80'&2 *�&E5&*/. ,
 O /�/*��0*� ����&8.'0�((5K *�E80'5Y

 %"



(���
�� ?�� 5 =����� � �

��
� �

xi yi xi yi xi yi xi yi xi yi
J "" $F J  ��  �% %F  �F JF %C
"" %C F� $" %$  F$ JF  �J %F   �
"C JC C JC  �C  F� "A %A  $�  AC
JC %� CJ J"   J  ��  �"  �F %J  �F
$A %J $A %J  �% %$ %F   � ""  �A
F" $A JJ J"  �"  �"  �"   A JJ   $
AC CA  AC  $A  ��  AA %% %$ %F  �A
F� J�  �%  AA   F  F�  ��   � "C    
F% CF  �C  $%   A  F%  �F   C JF  �"
C� CC %C  AF  �A  F" JJ %A "A  �%

�O (�1*0 6� -�((+< ����&8.'0�((�1 *�E80'+ G0/8��+& 4����*&�0/*0�0
�+E���0 x2 y2 s

X
2 s

Y
2 K

XY
2 rY

AO 6�/*��0*� ����&8.'0�((�& 6�8&Y 6� 4����*&�5 ��/6�8�=&(0. *�G&� (�
����&8.'0�((�< 6�8& 6�-�E��*� �ER01 �0- 75(�'00 �&;�&//00Y

FO (�1*0 6���<&*�+ 9<60�0G&/��1 80(&1(�1 75(�'00 �&;�&//00 Y (� X 0 X
(� Y 0 6�/*��0*� 04 ;��70�0!

'�(����
�� ��/*��0< ����&8.'0�((5K *�E80'5!
��0<&< -8. 6�0)(��� X /8&-5KR0& ;��(0'+ 0(*&���8�� , MA�D$�O2 M$�D"�O2

� � � 2 M A�D $�O2 � -8. 6�0)(��� Y D M$�D"�O2 M"�D%�O2 � � � 2 M $�D "�O! ���0< �E��)�<2
-80(+ 0(*&���8�� /�/*��8.K* hx U hy U ��! ��/8& 9*�;� 6�-/G0*+��&< ��80G&/*��
9�/6&�0<&(*�8�(+4 *�G&�2 6�6�-�KR04 � 6�.<�5;�8�(0�02 �E��)���((+& ;��(0'�<0
0(*&���8��! � �&)58�*�*& 6�85G�&< M/<! (0=&O ����&8.'0�((5K *�E80'52 � ��*���1
�*<&G&(+ /&�&-0(+ /��*�&*/*�5KR04 0(*&���8��!

(���
�� ?�8 5 9�

����
����� ����
��

Y X
F� C� J�  ��  ��  F� ny

 C�   �
 F� A $  %
 �� F J   A
 �� � " $  F
J�  A A "
C� F  $
nx $ C  F  C " � n U $�

�� #8. �6�&-&8&(0. 4����*&�0/*0� 0/��<+4 9<60�0G&/�04 5���(&(01 �&;�&/3
/00 (�1-&< ,

 %J



/�&-(0& ��07<&*0G&/�0&

x U
 
n

nX
i��

xi U JJ� C�Y y U
 
n

nX
i��

yi U  �"� CCY

�+E���G(+& -0/6&�/00

s�x U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� U C"J� "%CY s�y U
 
n

nX
i��

Myi � yO� U CCJ�  JFY

�+E���G(+& /�&-(0& ���-��*0G&/�0& �*�8�(&(0.

sx U
q
C"J� "%C U �C� �$FY sy U

q
CCJ�  JF U �$� JF%Y

�+E���G(+1 ����&8.'0�((+1 <�<&(*

Kxy U
 
n

nX
i��

Mxi � xOMyi � yO U xy � x y U
 
n

nX
i��

xiyi � x y U $FC�  % Y

�+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00

r U
Kxy

sxsy
U

$FC�  % 
�C� �$F � �$� JF% U �� J  �

����&�0< )(�G0<�/*� 6�85G&((�;� �+E���G(�;� ��9770'0&(*� ����&8.'00! #8.
9*�;� �+G0/80< /*�*0/*0�5 ,

t���� U
r
p
n� �p
 � r�

U
�� J  

p
$�� �p

 � �� J  �
U %� C�F�

��1-&< 6� *�E80'�< ���(*08&1 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� G�/*� 56�*�&E8.3
&<�<5 � 6���*0�& /*�*0/*0G&/�04 ��/G&*�� 5���(K )(�G0<�/*0 � U �� �$ 0 G0/85
/*&6&(&1 /��E�-+ 
 U n� � U FJ ���(*08� t����n�� U t�
���� �� U �� ��!

��/��8��5 ���)�8�/�2 G*� t���� � t���� n��2 *� <�=(� /-&8�*� �+��-2 G*� 80(&1(�.
�&;�&//0�((�. <�-&8� M\YjXU x] U �� Z ��x �+E��(� 5-�G(�2 *!&! �(� /�;8�/5&*/. /
9�/6&�0<&(*�8�(+<0 -�((+<0!

�� #8. 6�-*�&�=-&(0. /5R&/*����(0. 80(&1(�1 �&;�&//0�((�1 )��0/0<�/*0
<&=-5 0//8&-5&<+<0 6&�&<&((+<0 X 0 Y 6�/*��0< ����&8.'0�((�& 6�8&!

�)�E��)0< �&)58�*�*+ 0)<&�&(01 fMxi� yiOg2 Mi U  � �� � � � � $�O � �0-& *�G&� �
-&���*���1 /0/*&<& ����-0(�* M�0/! C! �O!

�0)5�8�(�. �'&(�� ��/6�8�=&(0. *�G&� (� ����&8.'0�((�< 6�8& 6�)��8.&*
6�0(.*� ;06�*&)5 80(&1(�1 �&;�&//0�((�1 )��0/0<�/*0 <&=-5 6�0)(���<0 X 0 Y!

�� ��1-&< )(�G&(0. 6���<&*��� 9<60�0G&/��;� 5���(&(0. �&;�&//00 6�0)(���
Y (� 6�0)(�� X

yx U y Z r
sy
sx

Mx� xO U  �"� CC Z �� J  
�$� JF%
�C� �$F

Mx� JJ� C�O U AC� A$� Z �� J�$x

 %%



0 )(�G&(0. 6���<&*��� 9<60�0G&/��;� 5���(&(0. �&;�&//00 6�0)(��� X (�
6�0)(�� Y

xy U x Z r
sx
sy

My � yO U JJ� C� Z �� J  
�C� �$F
�$� JF%

My �  �"� CCO U �� C C Z �� J "y�

��(*��8� �+G0/8&(01 , a�b� U �� J�$ � �� J " 	 �� C$ 	 r��
:��70�0 (�1-&((+4 9<60�0G&/�04 75(�'01 80(&1(�1 �&;�&//00 (�(&/&(+ (�

�0/! C! �!

�� F� C� J�  ��  ��  F�  C�
x

F�

C�

J�

 ��

 ��

 F�

 C�

 J�

y

��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�����������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�����������

������������������
�������������������
�������������������
�������������������
������������

�������������������
������������������
�������������������
�������������������
������������

�������������������
������������������
�������������������
�������������������
������������

�������������������
�������������������
������������������
�������������������
������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�����������

s
s

s

s

ss

s

s

s
s

ss

s

s

s

s

s

s
s

s

ss
s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

s

s

s

s

s

s

ss

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

�
����� ?��� 5 9�

����
����� ���� 3����

���������. �����G ����/��� �
�
�� �������

�
�����
� 
�*
���

 yx F 8?� 8>� R �� ��>xG �����

��� �
�
�� ������� �
�����
�


�*
���

 xy F �� ?�? R �� ���y

$�'� �������

&��
�� +� 
�<&K*/. -�((+& � ��/*���0<�/*0 �)�*(��0/8�;� (�*�0. NaNO� � )��0/0<�/*0

�* *&<6&��*5�+ ��-+! �  �� G�/*.4 ��-+ ��/*���.&*/. /8&-5KR&& G0/8� 5/8��(+4
G�/*&1 NaNO� 6�0 /��*�&*/*�5KR04 *&<6&��*5��4!

t�C � F  �  $ � �% AC $ CJ
NaNO� CC2" " 2� "C2A J�2C J$2" %�2% %%2F   A2C  �$2 

��&-6�8�;�.2 G*� ��80G&/*�� NaNO� M/85G�1(�. �&80G0(� YO2 ��*���& ��/*��3
�.&*/. �  �� G�/*.4 ��-+2 )��0/0* 80(&1(� �* *&<6&��*5�+ M/85G�1(�. �&80G0(�
XO ��/*����2 (�1*0 6���<&*�+ a 0 b � 7��<58& y U ax Z b 6� <&*�-5 (�0<&(�?04
���-��*��!

���



'�(����
#8. (�4�=-&(0. 6���<&*��� a 0 b 6� <&*�-5 (�0<&(�?04 ���-��*�� (&�E4�-0<�

�&?0*� /0/*&<5 �����
����

a
nP
i��

x�
i Z b

nP
i��

xi U
nP
i��

xiyi�

a
nP
i��

xi Z bn U
nP
i��

yi�

� ��*���1 � 9*�< /85G�& xi D *&<6&��*5�� ��/*����Y yi D ��80G&/*�� NaNO�2 ��*���&
��/*���.&*/. �  �� G�/*.4 ��-+ 6�0 -�((�1 *&<6&��*5�&!

��/8& ��/G&*� ��9770'0&(*�� /0/*&<+ 6�85G0<
��
�

 � FFa Z �AFb U �FC�J� C�

�AFa Z %b U J  � A�

�*/K-� a U �� J"Y b U C"� $! �8&-���*&8�(�2 )��0/0<�/*� Y �* X 0<&&* �0-
y U �� J" xZ C"� $!

&��
�� +�!
��1*0 5���(&(0. �&;�&//00 Y (� X 0 X (� Y 6� G&*+�&< 6���< (�E8K-&((+4

)(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO ,

xi  � A F
yi � F $ "

'�(����
�� �0/! C! A (�(&/&(+ *�G�0 fMxi� yiOg -8. i U  � �� A� F!

(�80)0�5. 04 ��/6�8�=&(0&2 )�<&G�&<2 G*� �(0 ;�5660�5K*/. ����5; 6�.<�1

80(00! ��9*�<5 E5-&< 6�-E0��*� 5���(&(0. �&;�&//00 80(&1(�;� �0-�! �&�E4�-0<+&
�+G0/8&(0. ��/6�8�=0< � *�E80'&!

i xi yi xiyi x�
i y�i

  � �  F
� � F J F  C
A A $  $ % �$
F F " �J  C F%

�5<<+  �  J $A A� %F

��-/*��8.. /5<<+ � /0/*&<5 (��<�8�(+4 5���(&(01 MC!�AO2 0<&&<
��
�

Fb� Z  �b� U  J�

 �b� Z A�b� U $A�

�&?�. 9*5 /0/*&<52 (�4�-0< , b� U �� $Y b� U  � C!
�8&-���*&8�(�2 5���(&(0& �&;�&//00 Y (� X 0<&&* �0-

yx U �� $ Z  � Cx�

�� 



�  � A F
x

�

�

F

C

J

y

��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
�������������������������
��������������������������
�������������������

s

s

s

s

�
����� ?��8 5 9 ����
���
0 �
������ 
�*
���

 Y �� X

��1-&< *&6&�� 5���(&(0& �&;�&//00 X (� Y �0-� MC!�$O! �/6�8�)5. )(�G&(0.
5=& (�1-&((+4 /5<<2 0<&&<

��
�

Fa� Z  Ja� U  ��

 Ja� Z %Fa� U $A�

�&?�. /0/*&<52 (�4�-0<, a� U �"��CY a� U J� A!
�8&-���*&8�(�2 5���(&(0& �&;�&//00 X (� Y 0<&&* �0-

xy U ��� �C% Z �� C $y�

&��
�� +�"
�5/*� *�&E5&*/. (�1*0 80(&1(+& 5���(&(0. �&;�&//00 Y (� X 0 X (� Y

6�  � 6���< (�E8K-&((+4 )(�G&(01 /85G�1(�1 �&80G0(+ MX2YO @ *�G��< Mxi� yiO
Mi U  � �� � � � �  �O!

��<&� 0)<&�&(0. i  � A F $ C " J %  �
xi    � � � A A A F
yi A A A F F $ $ $ C "

'�(����
�/80 6�/*��0*� ����&8.'0�((�& 6�8&2 *� �0)5�8�(� <�=(� /�;8�/0*�/. / *&<2

G*� *�G�0 Mxi� yiO Mi U  � �� � � � �  �O ;�5660�5K*/. ���8� 6�.<�1 80(00! ��9*�<5 E5-&<
6�-E0��*� 5���(&(0. �&;�&//00 80(&1(�;� �0-�!

�+G0/80< /5<<+2 �4�-.R0& � /0/*&<+ (��<�8�(+4 5���(&(01 MC!�AO 0 MC!�$O2
(& 6��0)��-. ;�5660����0 9�/6&�0<&(*�8�(+4 -�((+4!

���



i xi yi xiyi x�
i y�i

  A A  %
�  A A  %
A  A A  %
F � F J F  C
$ � F J F  C
C � $  � F �$
" A $  $ % �$
J A $  $ % �$
% A C  J % AC
 � F " �J  C F%

�5<<+ �� F$    $J � %

��&-/*��0< 9*0 =& -�((+& � �0-& ����&8.'0�((�1 *�E80'+!

xi yi nx
 A A
� �  A
A �  A
F   
ny A � A   n U  �

��1-&< 5���(&(0& �&;�&//00 Y (� X! ��-/*��8.. (�1-&((+& /5<<+ � /0/*&<5
MC!�AO2 0<&&< ��

�
 �b� Z ��b� U F$�

��b� Z $Jb� U    �

�&?�. /0/*&<52 (�4�-0< b� U  � "$ 0 b� U  � �$! �8&-���*&8�(�2 5���(&(0&
�&;�&//00 Y (� X 0<&&* �0-

yx U  � "$ Z  � �$x�

��1-&< 5���(&(0& �&;�&//00 X (� Y! ��-/*��8.. (�1-&((+& /5<<+ � /0/*&<5
MC!�$O2 0<&&< ��

�
 �a� Z F$a� U ���

F$a� Z � %a� U    �

�&?�. /0/*&<52 (�4�-0< a� U � � �"A 0 a� U �� "�"! �8&-���*&8�(�2 5���(&(0&
�&;�&//00 X (� Y 0<&&* �0-

xy U � � �"A Z �� "�"y�

&��
�� +�)
��/6�&-&8&(0& 6�0)(���� X 0 Y 6�0��-0*/. � /8&-5KR&1 ����&8.'0�((�1

*�E80'& ,

��A



X Y
�  � �� A� F� $� C� "� J� mx

D�  �  F
D  A A  J
� � F F �  �
  $ $   �
� A A C
my F " $ F � F $ " F F�

��1*0 ����&8.'0�((+& �*(�?&(0. �YjX 0 �XjY 0 /���(0*� 04 / /��*�&*/*�5K3
R0< ��9770'0&(*�< 80(&1(�1 �&;�&//00!

'�(����
��/G&* ����&8.'0�((+4 �*(�?&(01 E5-&< 6��0)��-0*� 6� /8&-5KR&1 /4&<&,

X U
P

xmxxP
xmx

U
J
F�

U ��  %�Y X� U
P

xmxx
�P

xmx
U

C�
F�

U  � F�%Y

	�
X

U X� � MXO� U  � A%��

�) 0/4�-(+4 -�((+4 /8&-5&*2 G*� y� U F� 0 � U �2 ! ��/6�8�)5&</.
'&(*�0����((�1 �&80G0(�1 V U MY D F�O> �! #8. (&L

V U
P

y myvyP
y my

U
�
F�

U �� V� U
P

y myv
�
yP

y my
U

A��
F�

U "�  %��

	�
V

U V� � MVO� U "�  %��

#�8&&

MVxO� U

P
x

�
mx

�P
y mxyvy

��
P

xmx
U

�
F�

U ��

	�MVxO U MVxO� � MVO� U �

0

MXvO� U

P
y

�
my

M
P

xmxyxO
�

P
y my

U
$�� $F�
F�

U  � �$ �

	�MXvO U MXvO� � MXO� U  � � $�

�*/K-�

�YjX U �VjX U

vuuut	�
�
Vx

�
	�
Y

U

s
�

"�  %�
U �Y

�XjY U �XjV U

vuuut	�
�
Xv

�
	�
X

U

s
 � � $
 � A%A

U
q
�� J"� U �� %AF�

�G&�0-(�2 G*� �YjX U �XjY U � 0 rMX�YO U �!

��F



&��
�� +�*
�<&&*/. -�& �+E���0 Mx�� x�� � � � � xnO 0 My�� y� � � � � ynO �EW&<�< n ��=-�.!

��/*��0*� /0/*&<5 (��<�8�(+4 5���(&(012 /G0*�.2 G*� ����&8.'0�((�. )��0/0<�/*�
6�0)(��� Y (� 6�0)(�� X 0<&&* ��0��80(&1(+1 6���E�80G&/�01 �0- yx U aZbxZcx�

M�0/! C! FO!

'�(����
�� �/(��& <&*�-� (�0<&(�?04 ���-��*�� 6���<&*�+ a2 b2 c E5-&< �6�&-&8.*�

0/4�-. 0) <0(0<5<� 75(�'0�(�8� (&�.)�0

nX
i��

Myi � yxO
� � min �

��-/*��8.. � 9*� /��*(�?&(0& 6���E�80G&/�5K )��0/0<�/*� yx U a Z bx Z cx�2
6�/8& -077&�&('0����(0. 6� 6���<&*��< a2 b2 c 6�85G0< 0/��<5K /0/*&<5 M� (&1

-8. �ER(�/*0 �&80G0(� n �E�)(�G&(� G&�&)
nP
i��

 O

��������������
�������������

a
nP
i��

 Z b
nP
i��

xi Z c
nP
i��

x�
i U

nP
i��

yi�

a
nP
i��

xi Z b
nP
i��

x�
i Z c

nP
i��

x�
i U

nP
i��

yixi�

a
nP
i��

x�
i Z b

nP
i��

x�
i Z c

nP
i��

x�
i U

nP
i��

yix
�
i �


(�8�;0G(� <�=(� 6�/*��0*� /0/*&<5 (��<�8�(+4 5���(&(01 0 � *�< /85G�&2
��;-� 6�&-6�8�;�&<�. ����&8.'0�((�. )��0/0<�/*� Y (� X 0<&&* ��0��80(&1(+1
6���E�80G&/�01 �0- /*&6&(02 E�8&& �+/���1 G&< �!

�

�
r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r
r

r

r

r

r

r

r
r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r
r

r

r

r

r

r

r
r

r

r
r

x

y

�
����� ?��< 5 #

��
 ��
����
������ 
�*
���



&��
�� +�+
�) ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 ��/6�&-&8&(0& 6�0)(���� X 0 Y � ��*���1

(��<�8�(�&2 6��0)�&-&(� �+E���� �EW&<�< �N U $A� &-0(0'! �&)58�*�*+ 0)<&�&(0.
6�0)(���� X 0 Y 5 ��<6�(&(* �+E���0 6�0��-.*/. � /8&-5KR&1 *�E80'& ,

��$



X Y
 $D�$ �$DA$ A$DF$ F$D$$ $$DC$ C$D"$ "$DJ$ my

���DA��  % $ �F
A��DF�� �A   C    $�
F��D$��  F %J %  F%
$��DC�� F A� C$ "  �J
C��D"��  F � AC A C$
"��DJ��  �    A  �J
J��D%��  A � C
mx FA  C"  FC %" $$  % A $A�

��1*0 �+E���G(+1 ��9770'0&(* 80(&1(�1 ����&8.'00 0 &;� /�&-(&& ���-��*03
G&/��& �*�8�(&(0&! ��60/�*� 5���(&(0. 6�.<+4 �&;�&//01 Y (� X 0 X (� Y!

'�(����
�(�G�8� 0(*&���8+ )(�G&(01 6�0)(���� X 0 Y )�<&(0< 04 /&�&-0(�<0!
��� ��� ��9770'0&(* 80(&1(�1 ����&8.'00 (& 0)<&(.&*/. �* 0)<&(&(0. (�G�8

�*/G&*�� 0 <�/?*�E�� 6�0)(���� M/��1/*�� �O2 *� -8. 56��R&(0. ��/G&*�� )�<&(0<
)(�G&(0. 6�0)(���� X 0 Y (� )(�G&(0. 6�0)(���� U 0 V2 /�.)�((+4 / 6&��+<0
/8&-5KR0<0 /��*(�?&(0.<0 ,

U U �MX� x�O� V U �MY � y�O�

� ��*��+4 6�8�=0< x� U $$�Y y� U $�Y � U �2� Y � U �2 ! ��85G&((+& )(�G&(0. � 0
� )�60?&< (�- /��*�&*/*�5KR0<0 0(*&���8�<0!

� �&)58�*�*& 6�85G0< ����&8.'0�((5K *�E80'5,

U V
DA D� D �  � A mv

DA  % $ �F
D� �A   C    $�
D  F %J %  F%
� F A� C$ "  �J
  F � AC A C$
�  �    A  �J
A  A � C

mu FA  C"  FC %" $$  % A $A�

�/& -�8�(&1?0& �+G0/8&(0. 6��0)��-.*/. (�- )(�G&(0.<0 6�0)(���� U 0 V,

U U
 
N

X
i

mxiui U
�AJ�
$A�

U ��� "� Y

V U
 
N

X
j

myjvj U
�$�"
$A�

U ��� %$"Y

UV U
 
N

X
i

X
j

mijuivj U
  C 
$A�

U ��  % �

��C



#�8&&

V� U
 
N

X
j

myjv
�
j U

 A$%
$A�

U �� $CFY

U� U
 
N

X
i

mxiu
�
i U

  %C
$A�

U �� �$"�

G*� -�&*
	�
U

U U� � U
�

U �� �$"� �� $�� U  � "A"Y

	�
V

U V� � V
�

U �� $CF� �� % C U  � CFJ�

�*�5-� 0<&&<
	
U

U  � A JY

	
V

U  � �JF�

#8. ��9770'0&(*� ����&8.'00 6�85G0<

r U
UV� U � V

	
U
	
V

U
��  % � �� "� � ��%$"

 � A J �  � �JF U
 � $� 
 � C%�

U �� JJ"�

#�8&&

X U x� Z
U
�

U $$� Z
��� "� 
�� � 

U $$�� "��  U F""� %Y

Y U y� Z
V
�

U $� Z
��� %$"
��  

U $�� %� $" U F�� FA�

#8. ��9770'0&(*�� �&;�&//00 (�1-&<

�YjX U r
	
Y

	
X

U �� JJ" � M � A J���  O
M � �JF��� � O

U �� JJ" �  A�  J
 �J� F

U �� �JCY

�XjY U r
	
X

	
Y

U �� JJ" � M � �JF��� � O
M � A J���  O

U �� JJ" �  �J� F
 A�  J

U %�  �A�

��9*�<5 5���(&(0. 6�.<+4 �&;�&//01 Y (� X 0 X (� Y /8&-5KR0& ,

y � F�� FA U �� �JC Mx� F""� %OY

x� F""� % U %�  �A My� F�� FAO�

� -8. /�&-(&;� ���-��*0G&/��;� �*�8�(&(0. �+E���G(�;� ��9770'0&(*� 80(&1(�1
����&8.'00 6�85G0< ,

	r 	  � r�p
N

U
 � �� JJ"�p

$A�
U �� ��%�

&��
�� +�,
�<&&*/. �+E���� �EW&<� n U   2 0)�8&G&((�. 0) -�5<&�(�1 (��<�8�(�1 /���3

�56(�/*0! #8. (&L �+G0/8&( �+E���G(+1 M9<60�0G&/�01O ��9770'0&(* ����&8.'00
r U �� "C!

��"



��&E5&*/. ,
�O 6�/*��0*� %$_31 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��9770'0&(*� ����&8.'00

�+E���G(�1 /����56(�/*0Y
EO 6���&�0*� (58&�5K ;06�*&)5 fH� , � U �g 6��*0� �8�*&�(�*0�(�1 ;06�*&)+

fH� , � �U �g!

���&(� )(�G0<�/*0 � 6�0(.*� �2� !

'�(����
��1-&< %$_D1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 -8. ��9770'0&(*� ����&8.'00 �+E�3

��G(�1 /����56(�/*0 �! �+6�8(0� ��/G&*+2 6�8�)5./� ��/6�&-&8&(0&< ���<&��2 6�3
85G0< -8. %$_D;� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� Z�� �" � � � Z�� %�!

��� ��� -�((+1 -��&�0*&8�(+1 0(*&���8 (& (���+��&* )(�G&(0& � U �2 *�
(� 5���(& )(�G0<�/*0 � U �� � �*�&�;�&*/. (58&��. ;06�*&)� fH� , � U �g
(&����&80����((�/*0 6&�&<&((+4 X 0 Y!

����&��5 9*�1 =& (58&��1 ;06�*&)+ <�=(� 6���&/*02 0/6�8�)5. ��-&8�  ! #8.
9*�;� �+G0/80< /*�*0/*0�5

t���� U r

s
n� �
 � r�

U �� "C

s
  � �

 � �� "C�
U A� $�J�

�� *�E80'�< /*�(-��*0)0����((�;� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. 6� � U �� � 
(�4�-0< u��� U u�
��� U �� $J! �8&-���*&8�(�2 6�0<&(.. ��-&8� A2 *��=& 6�04�-0< �
�+��-5 � *�<2 G*� �+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00 �*80G&( �* (58.!

�� *�E80'�< ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� 6� � U �� � 0 G0/85 /*&6&(&1 /��E�-+

 U n � � U % (�4�-0< t����n�� U t�
���� � U A� �$! ��� ��� t���� U A� $� � A� �$2 *�
�+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00 )(�G0<� �*80G�&*/. �* (58.2 *!&! 6&�&<&((+&
X 0 Y .�8.K*/. ����&80����((+<0!

#8. 6���&��0 9*�1 =& (58&��1 ;06�*&)+ H�2 *!&! � U �2 6�0<&(0< ��-&8� A! #8.
9*�;� �+G0/80< /*�*0/*0�5 u 6� 7��<58&

u U

�
 �  $ A lg

 Z r

 � r
�  �  $ A lg

 Z ��
 � ��

� ��
�Mn�  O

� p
n� A�

��8�;�. �� U �2 6�85G0<

u U  �  $ A lg
 � "C
�� �F

p
  � A U �� J��

����(0��. / u��� U u�
��� U �� $J2 6�04�-0< � �+��-5 � *�<2 G*� �+E���G(+1
��9770'0&(* ����&8.'00 �*80G&( �* (58.!

&��
�� +�-
�+65/� (&��*��+< 6�&-6�0.*0&< 6��<+?8&((�1 6��-5�'00 MYO )� /&<� 8&*

MXO 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR0<0 -�((+<0 ,

X2  ��  � A F $ C "
Y2 ���� ��� �2$ �2$  2$ A2$ C2$  �2$  $2$

�+���(.*� )��0/0<�/*� Y �* X 6� 6���E�8& y U ax� Z bx Z c!

��J



'�(����
#8. (�4�=-&(0. 6���<&*��� a2 b 0 c 6� <&*�-5 (�0<&(�?04 ���-��*��

(&�E4�-0<� �&?0*� /0/*&<5

��������������
�������������

a
nP
i��

x�
i Z b

nP
i��

x�
i Z c

nP
i��

x�
i U

nP
i��

x�
i yi�

a
nP
i��

x�
i Z b

nP
i��

x�
i Z c

nP
i��

xi U
nP
i��

xi yi�

a
nP
i��

x�
i Z b

nP
i��

xi Z c
nP
i��

 U
nP
i��

yi�

� ��*���1 � -�((�< /85G�& n U "2 xi @ 9*� *&�5R01 ;�- /&<08&*�02 yi @

/��*�&*/*�5KR�. 6��-5�'0.2 �
nP
i��

 U n!

��/*��8.&< /0/*&<5 -8. �6�&-&8&(0. 6���<&*��� a2 b2 c,
�������
������

FC"C aZ "JF b Z  F� c U  A"��

"JF aZ  F� b Z �J c U ��F�

 F� aZ �J b Z " c U AJ� $�

�0/8&((�& �&?&(0& 9*�1 /0/*&<+ <�=(� 0/��*�2 (�6�0<&�2 <&*�-�< ���<&��
080 <&*�-�< 0/�8KG&(0. :�5//�!

� �&)58�*�*& (�4�-0< a U �2$Y b U D 2$Y c U  2$!

&��
�� +�. M'
����������� �1�������;� ��=>>�?����
 �������?��O
��//<�*�0< (��<�8�(�& ��/6�&-&8&(0& /0/*&<+ -�54 �&80G0( MX2YO! 	&)

�;��(0G&(0. �ER(�/*0 <�=(� 6�&-6�8�;�*�2 G*� <�<&(*+ 6&���;� 6��.-�� ���(+
(58K2 *�� G*� 68�*(�/*� �&��.*(�/*0 0<&&* �0-

f
XY

Mx� yO U
 

�
	�	�

p
 � ��

exp

�
�  
�M � ��O

�
x�

	�
�

� ��xy
	�	�

Z
y�

	�
�

�

�

�  

�

p
detG

exp
�
�  

�D

�
���x

� Z ����xy Z ���y
�
��

� M O

;-& D U ������ � ��
�� U 	�

�	
�
�M � ��O @ -&*&�<0(�(* <�*�0'+ �*��+4 <�<&(*��Y

G U
�
��� ���

��� ���

	
U

�
	�
� �	�	�

�	�	� 	�
�

	
�

�� �+E���& 0) n (�E8K-&((+4 6�� )(�G&(01 Mx�� y�O� � � � � Mxn� ynO �+G0/80<
<�<&(*(+& 4����*&�0/*0�0 6&���;� 0 �*���;� 6��.-�� ,

x U
 
n

nX
i��

xi� M�aO

��%



y U
 
n

nX
i��

yi� M�bO

m�� U s�� U
 
n

nX
i��

Mxi � xO� U
 
n

nX
i��

x�
i � x�� M�cO

m�� U s�� U
 
n

nX
i��

Myi � yO� U
 
n

nX
i��

y�i � y�� M�dO

m�� U rs�s� U
 
n

nX
i��

Mxi � xO Myi � yO U
 
n

nX
i��

xiyi � x � y� M�eO

��9770'0&(* ����&8.'00
r U

m��

s�s�
�

�&6&�� ��//<�*�0< 4����*&�0/*0G&/�5K 75(�'0K ��/6�&-&8&(0. 6.*0 /85G�13
(+4 �&80G0( x2 y2 m��2 m��2 m��2 ��*���. &/*� 75(�'0. �* 6.*0 ��;5<&(*�� t�2 t�2 t��2
t��2 t�� ,

QMt�� t�� t��� t��� t��O U M
h
ei
t�x�t�y�t��m���t��m���t��m���

i
U

U
 

M�
OnDn��

Z
� � �

Z
e$ dx� � � � dxn dy� � � � dyn� MAO

;-&

` U �  
�D

nX
i��

�
���x

�
i � ����xiyi Z ���y

�
i

�
Z

ZiMt�x Z t�y Z t��m�� Z t��m�� Z t��m��O�

� 0(*&;�0����(0& ��/6��/*��(.&*/. (� �n3<&�(�& 6��/*��(/*�� 6&�&<&((+4 x�2 x�2
� � � 2 xn2 y�2 y�2 � � � 2 yn!

��<&(0< x�� � � � � xn (��+<0 6&�&<&((+<0 ��� � � � � �n / 6�<�R�K ��*�;�(�8�(�;�
6�&�E��)���(0.2 6�0 ��*���< �� U

p
nx2 0 6�0<&(0< 6�&�E��)���(0& / *���1 =&

<�*�0'&1 � �&80G0(�< y�� � � � � yn2 ��*��+& 6�0 9*�< )�<&(.K*/. (��+<0 �&80G0(�<0
��� � � � � �n2 6�0GL< �� U

p
ny! ��;-� 0<&&<

nX
i��

x�
i U

nX
i��

��i �
nX
i��

xiyi U
nX
i��

�i�i�
nX
i��

y�i U
nX
i��

��i �

nm�� U
nX
i��

��i � nm�� U
nX
i��

�i�i� nm�� U
nX
i��

��i

0 �*/K-�

` U i
t��� Z t���p

n
�  

�D

�
����

�
� � �������� Z ����

�
�

�
�

�  
n

nX
i��

��
n���

�M
� it��

	
��i Z �

�
�n���

�D
�  

�
it��

	
�i�i Z

�
n���

�D
� it��

	
��i

�
�

��-/*��8.. 9*� �+��=&(0& -8. ` � 7��<585 MAO2 6�0�&-L< �n3���*(+1 0(*&;��8
� 6��0)�&-&(0K n -��1(+4 0(*&;��8��! ��;-� /��<&/*(�. 4����*&�0/*0G&/��.
75(�'0. QMt�� t�� t��� t��� t��O 6�0<&* �0-

QMt�� t�� t��� t��� t��O U exp
�
�  
�n

�
���t

�
� Z ����t�t� Z ���t

�
�

��
MA�A�O
n����� � MFO

� �



;-&

A U det
�

Mn���O��D �Mn���O��D
�Mn���O��D Mn���O��D

	
�

A� U det
�

Mn���O��m� it�� �Mn���O��D � it����
�Mn���O��D � it���� Mn���O��D � it��

	
�

���<&/*(�. 4����*&�0/*0G&/��. 75(�'0. &/*� 6��0)�&-&(0& -�54 <(�=0*&8&12
6&��+1 0) ��*��+4 /�-&�=0* 80?� 6&�&<&((+& t� 0 t�2 � �*���1 D 80?� t��2 t�� 0 t��!
�&��+1 <(�=0*&8� .�8.&*/. 4����*&�0/*0G&/��1 75(�'0&1 (&��*���;� (��<�8�(�;�
��/6�&-&8&(0. / (58&�+< /�&-(0< )(�G&(0&< 0 <�*�0'&1 �*��+4 <�<&(*�� n��G!
�*���1 <(�=0*&8� &/*� G�/*(+1 /85G�1 4����*&�0/*0G&/��1 75(�'00

qn Mt��� t��� t��O U MA�A�O
n����� �

���*�&*/*�5KR&& ��/6�&-&8&(0& &/*� G�/*(+1 /85G�1 ��/6�&-&8&(0.

fnMx��� x��� x��O U C�n

�
a��a�� � a���

�
n����� � M$O

�
�
x��x�� � x�

��

�
n�����
exp \�a��x�� � a��x�� � �a��x��] �

;-&

C�n U
 p


k
�
n��
�

�
k
�
n��
�

� U
�n��


kMn� �O

/ )�<&(�1 x��2 x��2 x�� (� m��2 m��2 m��!
���0< �E��)�<2 /�/*��(+& /85G�1(+& �&80G0(+ Mx2 yO 0 Mm��2 m��2 m��O

(&)��0/0<+! ���<&/*(�& ��/6�&-&8&(0& �&80G0( x 0 y (��<�8�(� 0 0<&&* *& =&
<�<&(*+ 6&���;� 6��.-��2 G*� 0 ��/6�&-&8&(0& ;&(&��8�(�1 /����56(�/*02 0 <�*�0'5
�*��+4 <�<&(*�� n��G!

���<&/*(�& ��/6�&-&8&(0& �&80G0( m��2 m��2 m�� 0<&&* 68�*(�/*� ��/6�&-&8&3
(0. �&��.*(�/*0 fn2 )�-���&<5K 7��<58�1

fn Mm��� m��� m��O U
nn��

F
kMn� �O
Mm��m�� �m�

��O

n�����

M 
n�����
� MCO

� exp
�
� n

�M
M���m�� � ����m�� Z ���m��O

�

� �E8�/*0 m�� � �2 m�� � � 0 m�
�� � m��m��2 6�0G&< fn U � �(& 9*�1 �E8�/*0!

��&-&< (��5K 6&�&<&((5K r � /��<&/*(�& ��/6�&-&8&(0& MCO �&80G0( m��2 m��

0 m��2 6�8�;�. m�� U r
p
m��m��2 *�� G*� r D ��9770'0&(* ����&8.'00 �+E���0!

��;-� 6�85G0< /8&-5KR&& �+��=&(0& -8. /��<&/*(�1 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0.
�&��.*(�/*&1 �&80G0( m��2 m�� 0 r,

p
m��m�� fnMm��� r

p
m��m��� m��O U M"O

U
nn��

F
kMn� �OD
n�����
Mm��m��O


n����� M � r�O
n������

� exp
�
� n

�D
M���m�� � ����r

p
m��m�� Z ���m��O

�
�

�  



;-& m�� � �2 m�� � �2 r� �  !
��/*(�. 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*0 -8. r 6�85G0*/. 0(*&;�0����(03

&< /��<&/*(�1 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*0 6� m�� 0 m�� � 6�&-&8�4 �* � -�
�! �/80 ��)8�=0*� � /*&6&((�1 �.- <(�=0*&8� exp

�
�n���r

p
m��m���D

�
2 *� <�=3

(� 6�85G0*� 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0. �&��.*(�/*&1 -8. �+E���G(�;� ��9770'0&(*�
����&8.'00 r ,

fnMrO U
�n��


Mn� AOd
M � ��O
n�����M � r�O
n�����

�X
���

k�
�
nZ 
 �  

�

	 M��rO�


d
� MJO

6�0 9*�< � � r �  !
�4�-.R01 � 9*� �+��=&(0& /*&6&((�1 �.- <�=(� 6�&�E��)���*�! ��/��8��5

/6���&-80��

�n��

Mn� �Od

�X
���

k�
�
nZ 
 �  

�

	 M��rO�


d
U

�Z
�

xn��

M � �rxOn��

dxp
 � x�

� M%O

*� �*/K-� 6�85G�&*/. /8&-5KR&& �+��=&(0& -8. 68�*(�/*0 ��/6�&-&8&(0. �&��.*3
(�/*&1 fnMrO �&80G0(+ r ,

fnMrO U
n� �



M � ��O
n�����M � r�O
n�����

�Z
�

xn��

M � �rxOn��

dxp
 � x�

� M �O

��1-&((�& ��/6�&-&8&(0& )��0/0* *�8��� �* �EW&<� �+E���0 n 0 �* ��9770'03
&(*� ����&8.'00 ;&(&��8�(�1 /����56(�/*0 �!

��0 n U � 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0& �&��.*(�/*&1 fnMrO �E��R�&*/. � (58� �
/��*�&*/*�00 / *&< 7��*�<2 G*� ��9770'0&(* ����&8.'002 �+G0/8&((+1 6� �+E���&2
/�/*�.R&1 *�8��� 0) -�54 )(�G&(012 (&�E4�-0<� ���&( � 2 *�� G*� � 9*�< /85G�&
��/6�&-&8&(0& 6�0(�-8&=0* -0/��&*(�<5 *065!

��0 n U A 68�*(�/*� ��/6�&-&8&(0& �&��.*(�/*&1 U3�E��)(�2 / E&/��(&G(+<0
��-0(�*�<0 � *�G��4 r U � !

��0 n U F 6�85G�&*/. 6�.<�5;�8�(�& ��/6�&-&8&(0&2 &/80 � U � 0 J3�E��)(�&
��/6�&-&8&(0& � /85G�& � �U �!

��0 n � F ��/6�&-&8&(0& �&��.*(�/*&1 5(0<�-�8�(�2 &L <�-� /�/�&-�*�G&(� �
*�G�& r U �2 &/80 � U �2 0 ���8� *�G�0 r U �2 &/80 � �U �!

$�*� (
�
�� ��� ��)����

�
�
�
 +� 
�5/*� )��0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1

*�E80'&1 ,

X D� D �  � A
Y D� DA DA D A "

� �



��&-6�8�;�.2 G*� y U ax Z b2 (�1*0 6���<&*�+ 9*�1 )��0/0<�/*02 6�8�)5./�
<&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
�
�
 +�!
�5/*� )��0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1

*�E80'&1 ,

X D� D �  � A
Y � A A  DA D"

��&-6�8�;�.2 G*� y U ax Z b2 (�1*0 6���<&*�+ 9*�1 )��0/0<�/*02 6�8�)5./�
<&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
�
�
 +�"
�8&-5KR�. ����&8.'0�((�. *�E80'� -�&* ��/6�&-&8&(0& -�54 6�0)(���� X 0 Y ,

X Y

�� �� 8� <� >� mx

> � � <

? � � � � <

� � � � >

� � �

my 8 8 � 8 8 �<

��/*��0*� )��0/0<�/*0 80(&1(�1 �&;�&//00 X (� Y 0 Y (� X!

�
�
�
 +�)
� -&/.*0 ;���-�4 0<&K*/. �6*&�0! ��80G&/*�� �6*&� 0 G0/8&((�/*� (�/&8&(0.

M� -&/.*��4 *+/.G G&8��&�O � 9*04  � ;���-�4 6�0�&-&(� � *�E80'&!
��(&/*0 -�((+& (� -0�;��<<5 ��//&.(0.2 �+G0/80*� ��9770'0&(*+ ����&8.3

'00 , �O -8. 6&��+4 -&�.*0 ;���-��2 EO -8. �/&4 -&/.*0 ;���-��! ����(0*� �&)58�3
*�*+!

� ;���-�  � A F $ C " J %  �
��/&8&(0& F$ F$ F" FJ $ $J $% C$ C" J�
�0/8� �6*&�  �  � �% �$ AJ A$  C FA �� AF

�
�
�
 +�*
�)  �$ �6+*(+4 5G�/*��� $$ (�4�-080/� (� (&5-�E�&((�< <�//0�& 0 "� (�

5-�E�&((�<! ��0 9*�< (� �/&4  �$ 5G�/*��4 0<&8� <&/*� /8&-5KR�. 5��=�1(�/*� ,

��&-(01 5��=�12
 /�� %$  �$   $  �$  A$  F$  $$  C$  "$

�0/8� 5G�/*���
(� I <�//0�& � $  �  $  � " A  �

�0/8� 5G�/*���
(� II <�//0�& � �  � J �F  %   $

��1*0 ����&8.'0�((�& �*(�?&(0& 5��=�1(�/*0 �* 5-�E�&(01!

� A



�
�
�
 +�+
�+G0/80*� ��9770'0&(* 80(&1(�1 ����&8.'00 0 6�85G0*� 5���(&(0& 6�.<�1

�&;�&//00 X (� Y 6� -�((+< *�E80'+ ��/6�&-&8&(0.  �� ��/*&(01 �=0 6� �ER&<5
�&/5 �/&;� ��/*&(0. Y 0 6� �&/5 /&<.( X ,

X- � Y- �

��% 8�% <�% >�% ?�% ��% ��% D�% ���% ���% ���%
%8� %<� %>� %?� %�� %�� %D� %��� %��� %��� %�8�

��B�> 8

�>B�� � ? � �

��B�> < �8 � �

�>B8� > <

8�B8> � < �

8>B<� � < ?

<�B<> � ? �

<>B>� � � > �

>�B>> < �

>>B?� � < �

?�B?> �

?>B�� � � �

�
�
�
 +�,
��&-(.. *&<6&��*5�� ��)-54� � /&(*.E�& � -�54 ;���-�4 MXO 0 MYO 0)<&�.8�/�

� *&G&(0& F� 8&*! #�((+& 6�0�&-&(+ � *�E80'&!

X Y

��-� ��-�
��-� ��-8
��-� ��-�
��-� �8-�
��-� ��-D
�8-� ��-�
�8-� �8-�
�8-� �8-�

X Y

�8-D ��-�
�<-� ��-�
�<-� ��-�
�<-� ��-�
�8-D ��-<
�>-� ��-�
�<-� �<-�
�<-� �>-�

X Y

�<-D �8-�
�<-D �<-�
�>-� �8-�
�>-� �?-�
�>-> �8-D
�>-D �<-�
�?-� �8-�
�>-D �>-�

X Y

�?-� �?-�
�?-D ��-D
��-� �8-D
�?-D �<-�
�?-D �>-�
��-� �?-�
�?-� ��-�
��-> �?-�

X Y

��-� �<-�
��-� �<-D
��-� �?-�
��-< ��-�
�D-� �>-�
�D-8 �?-�
��-� ��-�
��-� ��-�

��1*0 �+E���G(+& /�&-(&<&/.G(+& *&<6&��*5�+ � �E�04 (�/&8&((+4 65(�*�4
0 04 /�&-(&���-��*0G(+& 5�8�(&(0.! ��1*0 �+E���G(+1 ��9770'0&(* ����&8.'00
X 0 Y2 (�60/�*� �+E���G(�& 5���(&(0& 80(&1(�1 �&;�&//00 Y (� X!

�
�
�
 +�-
�0=& 6�0�&-&(� *�E80'� )(�G&(01 6�0)(��� Y 6�0 ��)80G(+4 )(�G&(0.4

6�0)(��� X ,

X  �  A  F  C  "  J �� � � �F �$ �C �J
Y $F $% C" "C J$ %"  �"   J  �"  A%  $A  C�  "J

�+���(.*� )��0/0<�/*� Y �* X �-�8� 6�.<�1 y U ax Z b2 6�8�)5./� <&*�-�<
(�0<&(�?04 ���-��*��! �+���(.*� )��0/0<�/*� X �* Y �-�8� 6�.<�1 x U cy Z d2
6�8�)5./� <&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��! ��85G&((+& )��0/0<�/*0 /���(0*�!

� F



�
�
�
 +�.
�5/*� )��0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1

*�E80'&1 ,

X D� D �  � A
Y D� DA DA D A "

��&-6�8�;�.2 G*� y U ax�ZbxZc2 (�1*0 6���<&*�+ 9*�1 )��0/0<�/*02 6�8�)5./�
<&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
�
�
 +� /
� �6+*�4 E+80 6�85G&(+ /8&-5KR0& �&)58�*�*+ 6�0 0)<&�&(0.4 -0�<&*��

MYO 6+8�'+ ?����0-(�1 75�/00 � )��0/0<�/*0 �* G0/8� /6�� MXO2 ��/6�8�=&((+4
� 9���*��0�8�(�1 68�/��/*0 6+80(�0 ,

X Y- ��

� � � 8 < my

�� 8 8

�> � 8 ��

�� ? ?

�> ? � �

8� < <

8> > >

<� � 8 <

<> < <

>� 8 8 ?

>> < <

?� 8 8

��1*0 ��9770'0&(* 80(&1(�1 ����&8.'00 <&=-5 6�0)(���<0 X 0 Y 0
5���(&(0& 80(&1(�1 �&;�&//00 Y (� X!

�
�
�
 +�  
���0/0<�/*� 6��-�8=0*&8�(�/*0 t �&?&(0. /0/*&< 80(&1(+4 5���(&(01 �-03

(�����1 /*&6&(0 *�5-(�/*0 �* 6��.-�� /0/*&<+ n 6�0�&-&(� � /8&-5KR&1 *�E80'& ,

n � A F $ C " J %  �
t2 ��	��  � A$ "$  A� � � A $ FF$ C�� J��

��&-6�8�;�. /6���&-80��/*� *�;�2 G*� t U An�2 (�1*0 )(�G&(0. 6���<&*��� A
0 � <&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
�
�
 +� !
��/&<� ��) 6�0 ��)80G(+4 )(�G&(0.4 6�0)(��� X E+8� 0)<&�&(� )(�G&(0&

6�0)(��� Y! ��85G&((+& �&)58�*�*+ 6�0��-.*/. � /8&-5KR&1 *�E80'& ,

X �2A� �2%  2$� �2�� �2�� �2C� A2�� A2A�
Y �2�� �2FA �2A �2$� �2J �2CJ  2 $ �2J$

��&-6�8�;�. *&��&*0G&/�02 G*� y U ax Z b2 (�1*0 a 0 b!

� $



$��,� (
�
��� �
 ��

�����
�+ �
����

��/*�.R�. 6���*0G&/��. ��E�*� ��//G0*�(� (� -�� G�/� 0 /�-&�=0* -�� )�-�(0.!
��-�(0. -�8=(+ �+6�8(.*�/. � �+E��((�1 6��;��<<(�1 /�&-&!

� 
 � 
 � � �  

��60?0*& 6��;��<<5 (�4�=-&(0. )(�G&(01 6���<&*��� a 0 b 80(&1(�1 )��0/03
<�/*0 y U axZb2 � *��=& )(�G&(01 6���<&*��� c 0 d 80(&1(�1 )��0/0<�/*0 x U cyZd!
��/6�8�)51*&/� <&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
��
��  
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y D$ DA DA D D A A

�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*���! �&�E4�3
-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4 M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4
)(�G&(012 � *��=& 80(00 6�.<+4 �&;�&//01 y U ax Z b 0 x U cy Z dO!

�
��
�� !
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y DF D� DA D D A �

�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*���! �&�E4�3
-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4 M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4
)(�G&(012 � *��=& 80(00 6�.<+4 �&;�&//01 y U ax Z b 0 x U cy Z dO!

�
��
�� "
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y DF D� D� D D � A

�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*���! �&�E4�3
-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4 M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4
)(�G&(012 � *��=& 80(00 6�.<+4 �&;�&//01 y U ax Z b 0 x U cy Z dO!

� 
 � 
 � � � !

��60?0*& 6��;��<<5 (�4�=-&(0. )(�G&(01 6���<&*��� a2 b2 c 6���E�80G&/��1
)��0/0<�/*0 y U ax� Z bx Z c! ��/6�8�)51*&/� <&*�-�< (�0<&(�?04 ���-��*��!

�
��
��  
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y " $ A  D A "

� C



�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*��� a2 b2
c 6���E�80G&/��1 �66���/0<�'00! �&�E4�-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4
M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4 )(�G&(012 � *��=& 6���E�85 y U ax�ZbxZcO!

�
��
�� !
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y " $ A � A $ "

�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*��� a2 b2
c 6���E�80G&/��1 �66���/0<�'00! �&�E4�-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4
M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4 )(�G&(012 � *��=& 6���E�85 y U ax�ZbxZcO!

�
��
�� "
���0/0<�/*� 6�0)(��� Y �* 6�0)(��� X 4����*&�0)5&*/. /8&-5KR&1 *�E80'&1 ,

X DA D� D �  � A
Y DC D$ DA D D DA D"

�&)58�*�* ��E�*+ D <�//0�2 /�-&�=�R01 )(�G&(0. 0/��<+4 6���<&*��� a2 b2
c 6���E�80G&/��1 �66���/0<�'00! �&�E4�-0<� 6�&-5/<�*�&*� �0)5�80)�'0K -�((+4
M6�/*��0*� 6��;��<<(� *�G�0 )�-�((+4 )(�G&(012 � *��=& 6���E�85 y U ax�ZbxZcO!

$���� (
�
��� ��� ������
�

 ! � G&< /�/*�0* ��)80G0& <&=-5 75(�'0�(�8�(�1 0 /*�*0/*0G&/��1 )��0/03
<�/*�K <&=-5 -�5<. 6&�&<&((+<0Q

�! �*� (�)+��&*/. <�-&8�(+< 5���(&(0&< �&;�&//00 Y (� XQ
A! �*� (�)+��&*/. 9<60�0G&/�0< 5���(&(0&< �&;�&//00 Y (� XQ
F! �EW./(0*& �ER5K 0-&K 6�-E��� 9<60�0G&/�04 5���(&(01 <&*�-�< (�0<&(�3

?04 ���-��*��!
$! �7��<580�51*& �/(��(+& )�-�G0 ����&8.'0�((�;� �(�80)�2 �&;�&//0�((�;�

�(�80)�!
C! ��60?0*& �ER01 �0- <�-&8�(+4 75(�'01 �&;�&//00 Y (� X 0 X (� Y2 &/80

0)�&/*(�2 G*� -�5<&�(�. /85G�1(�. �&80G0(� MX2YO ��/6�&-&8&(� 6� (��<�8�(�<5
)���(5!

"! �+�&-0*& 7��<58+ -8. �+G0/8&(0. ��9770'0&(*�� 9<60�0G&/��;� 5���(&3
(0. �&;�&//00 6� /;�5660����((+< 0 (&/;�5660����((+< �6+*(+< -�((+<!

J! �*� (�)+��&*/. �����0�'0&1 M�����0�'0�((+< <�<&(*�<O ;&(&��8�(�1
/����56(�/*0Q

%! �*� (�)+��&*/. �����0�'0&1 M�����0�'0�((+< <�<&(*�<O �+E���G(�1 /���3
�56(�/*0Q

 �! �7��<580�51*& �/(��(+& 0/4�-(+& 6�&-6�8�=&(0.2 8&=�R0& � �E�/(���(00
80(&1(�1 <�-&80 �&;�&//00!

 A! ����1 �0- 0<&&* ;��70� 9<60�0G&/��1 75(�'0. �&;�&//002 &/80 0)�&/*(�2
G*� /85G�1(�. �+E���� 0)�8&G&(� 0) ;&(&��8�(�1 (��<�8�(�1 /����56(�/*0Q

� "



 F! ��60?0*& /0/*&<5 5���(&(01 -8. �6�&-&8&(0. ��9770'0&(*�� b� 0 b�
80(&1(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 Y (� X �0-� yx U b� Z b�x 6� <&*�-5 (�0<&(�?04
���-��*��!

 $! ��60?0*& /0/*&<5 5���(&(01 -8. �6�&-&8&(0. ��9770'0&(*�� a� 0 a�
80(&1(�;� 5���(&(0. �&;�&//00 X (� Y �0-� xy U a� Z a�y 6� <&*�-5 (�0<&(�?04
���-��*��!

 C! � G&< /�/*�0* /��1/*�� <0(0<�8�(�/*0 <�-&8�(+4 75(�'01 �&;�&//00Q
 "! ��6�/*���*& -�� 5���(&(0. 80(&1(�1 �&;�&//00 , Y (� X 0 X (� Y! ��./(0*&

/�.)� <&=-5 ��9770'0&(*�<0 a�2 a� 0 b�2 b�!

� J



"���
#����

���� ���
������ �
��� �

� (�/*�.R&< 6�08�=&(00 � 6�/�E0K 6�0�&-&(+ *�E80'+ �&80G0(2 G�/*�
0/6�8�)5&<+4 6�0 �&?&(00 )�-�G <�*&<�*0G&/��1 /*�*0/*0�0 ,

 ! ���<�8�(�. 75(�'0. :�5//� expM�x�O2 6��0)��-(�. (��<�8�(�1 68�*(�/*0
M�
O���� expM�x���O2 75(�'0. �?0E�� erfMxO 0 -�6�8(0*&8�(�. 75(�'0. �?0E��
erfcMxOY

�! P5(�'0. ��68�/� cMxO 0 75(�'00 dcMxO�dx2 �cMxO2  � �cMxOY

A! ���(*080 u� (��<�8�(�;� ��/6�&-&8&(0. :�5//�2 �*�&G�KR0& ���&(/*�5
� U  � cMu�OY

F! :��(0'+ �� 0 �� -��&�0*&8�(�;� 0(*&���8� -8. ��� 	 (��<�8�(�1 /85G�1(�1
�&80G0(+, p U Pr M��s � 	 � ��sO U  � �Y

$! ���(*080 ��
�� � ��/6�&-&8&(0. �� / 
 /*&6&(.<0 /��E�-+2 �*�&G�KR0&

���&(/*�5 Pr
�
�� � ��

�
�

�
U �Y

C! �����/*���((0& ���(*080 ��
���
� ��/6�&-&8&(0. �� / 
 /*&6&(.<0 /��E�-+2

�*�&G�KR0& ���&(/*�5 Pr
�
�� � ��

���
�

�
U  � �Y

"! ���(*080 t�� � ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� / 
 /*&6&(.<0 /��E�-+2 �6�&-&8.3
&<+& �&��.*(�/*�K Pr Mjtj � t�� �O U � M-�5/*���((.. ��0*0G&/��. �E8�/*�OY

J! �&��/*���((0& ���(*080 ��/6�&-&8&(0. �*�K-&(*� tpMkO2 / k /*&6&(.<0
/��E�-+2 �*�&G�KR0& ���&(/*�5 Pr Mt � tpMkOO U pY

%! ���(*080 ��/6�&-&8&(0. F�� k�
k� P0?&��3�(&-&���� / G0/8�<0 /*&6&(&1
/��E�-+ k� 0 k�Y

 �! ��&-&8�(�& ��/6�&-&8&(0& ��8<�;����� KM�OY

  ! ���(*080 �� ��/6�&-&8&(0. ��8<�;�����, Pr M� 
 ��O U �Y

 �! ���(*080 �� ��/6�&-&8&(0. �<0�(���3��8<�;�����2 �*�&G�KR0& ���&(/*�5
Pr M� 
 ��O U �Y

 A! ���(*080 r� G0/8� )(����, Pr Mr 
 r�O U �!

� %



�� �	
��
� ��	��� exp��x���
���
����
�� 
������
�� ����
���
 �������� exp��x�����

�	
��
� � 
!�� erf�x� 

�����

�"��
�� �	
��
� � 
!�� erfc�x�

x expM�x�O M�
O���� expM�x���O erfMxO erfcMxO
�2��  2����� �2A%J%F �2�����  2�����
�2 � �2%%��$ �2A%C%$ �2  �FC �2JJ"$F
�2�� �2%C�"% �2A% �F �2���"� �2"""A�
�2A� �2% A%A �2AJ A% �2A�JCA �2C" A"
�2F� �2J$� F �2ACJ�" �2F�JA% �2$" C 
�2$� �2""JJ� �2A$��" �2$��$� �2F"%$�
�2C� �2C%"CJ �2AAA�� �2C�AJC �2A%C F
�2"� �2C �CA �2A ��$ �2C""J� �2A����
�2J� �2$�"�% �2�J%C% �2"F� � �2�$"%�
�2%� �2FFFJC �2�CC�% �2"%C% �2��A�%
 2�� �2AC"JJ �2�F %" �2JF�"� �2 $"A�
 2 � �2�%J�� �2� "J$ �2JJ�� �2  %"%
 2�� �2�AC%A �2 %F % �2% �A �2�J%C%
 2A� �2 JF$� �2 " A" �2%AF� �2�C$%%
 2F� �2 F�JC �2 F%"A �2%$��% �2�F"" 
 2$� �2 �$F� �2 �%$� �2%CC  �2�AAJ%
 2C� �2�""A� �2  �%� �2%"CA$ �2��AC$
 2"� �2�$$$J �2�%F�$ �2%JA"% �2� C� 
 2J� �2�A% C �2�"J%$ �2%J%�% �2� �% 
 2%� �2��"�$ �2�C$C� �2%%�"% �2��"� 
�2�� �2� JA� �2�$A%% �2%%$A� �2��FCJ
�2 � �2� � C �2�FA%J �2%%"�� �2���%J
�2�� �2��"% �2�A$F" �2%%J F �2�� JC
�2A� �2��$�F �2��JAA �2%%JJC �2��  F
�2F� �2��A $ �2���A% �2%%%A �2���C%
�2$� �2�� %A �2� "$A �2%%%$% �2���F 
�2C� �2��  C �2� A$J �2%%%"C �2����F
�2"� �2���CJ �2� �F� �2%%%J" �2��� A
�2J� �2���A% �2��"%� �2%%%%� �2����J
�2%� �2����� �2��$%$ �2%%%%C �2����F
A2�� �2��� � �2��FFA �2%%%%J �2�����

�-&/�

erfMxO U
�p



xZ
�

expM�t�O dt� erfcMxO U  � erfMxO�

���



�� �	
��
� #������ $�x� 
 �����

%" � 
"� �	
��



x dcMxO�dx cMxO �cMxO  � cMxO
�2�� �2A%J%F �2����� �2�����  2�����
�2 � �2A%C%$ �2�A%JA �2�"%CC �2%C� "
�2�� �2A% �F �2�"%�C �2 $J$� �2%��"F
�2A� �2AJ A% �2  "% �2�A$J� �2JJ��%
�2F� �2ACJ�" �2 $$F� �2A �JF �2JFF$J
�2$� �2A$��" �2 % FC �2AJ�%� �2J�J$F
�2C� �2AAA�� �2��$"$ �2F$ F% �2""F�$
�2"� �2A ��$ �2�$J�F �2$ C�" �2"F %C
�2J� �2�J%C% �2�JJ F �2$"C�% �2"  JC
�2%� �2�CC�% �2A $%F �2CA JJ �2CJF�C
 2�� �2�F %" �2AF AF �2CJ�C% �2C$JCC
 2 � �2� "J$ �2ACFAA �2"�JC" �2CA$C"
 2�� �2 %F % �2AJF%A �2"C%JC �2C $�"
 2A� �2 " A" �2F�A�� �2J�CF� �2$%CJ�
 2F� �2 F%"A �2F %�F �2JAJF% �2$J�"C
 2$� �2 �%$� �2FAA % �2JCCA% �2$CCJ 
 2C� �2  �%� �2FF$�� �2J%�F� �2$$FJ�
 2"� �2�%F�$ �2F$$FA �2% �J" �2$FF$"
 2J� �2�"J%$ �2FCF�" �2%�J F �2$A$%A
 2%� �2�C$C� �2F" �J �2%F�$" �2$�J"�
�2�� �2�$A%% �2F""�$ �2%$F$� �2$��"$
�2 � �2�FA%J �2FJ� F �2%CF�" �2$ "JC
�2�� �2�A$F" �2FJC � �2%"� % �2$ A%�
�2A� �2��JAA �2FJ%�J �2%"J$$ �2$ �"�
�2F� �2���A% �2F% J� �2%JAC� �2$�J��
�2$� �2� "$A �2F%A"% �2%J"$J �2$�C� 
�2C� �2� A$J �2F%$AF �2%%�CJ �2$�FCC
�2"� �2� �F� �2F%C$A �2%%A�" �2$�AF"
�2J� �2��"%� �2F%"FF �2%%FJ% �2$��$C
�2%� �2��$%$ �2F%J A �2%%C�" �2$� J"
A2�� �2��FFA �2F%JC$ �2%%"A� �2$� A$

�-&/�

cMxO U
 p
�


xZ
�

expM�t���O dt�

cMxO U
 
�
erfMx�

p
�O� erfMxO U �cM

p
�xO�

�� 



�� &��
�
�
 u� 
������
�'� �����"�"�"

�

��0 -�((�< 5���(& )(�G0<�/*0 � 6����/*���((01 ���(*08� u� �6�&-&8.&*/.
���&(/*��< ,

� U
 p
�


Z �

u�
exp

�
� t���

�
dt U

 
�
� cMu�O �


���&(� )(�G0<�/*0 � ���(*08� u�
�2��� A2�%��
�2��$ �2$"$J
�2� � �2A�CA
�2� $ �2 "� 
�2��� �2�$A"
�2��$  2%C��
�2�A�  2JJ�J
�2�A$  2J  %
�2�F�  2"$�"
�2�F$  2C%$F
�2�$�  2CFF%

��0 G0/8&((�< (�4�=-&(00 )(�G&(01 75(�'00 ��68�/� cMxO 0 6����/*���((&;�
���(*08. u� <�=(� *��=& 6�8�)���*�/. /8&-5KR0<0 6�0E80=&((+<0 �+��=&(0.<0 ,

qx U �\ � cMxO] U
�p
�


�Z
x

exp
�
�t���

�
dt U

U exp

�
� MJAxZ A$OxZ $C�

 C$ Z "�A�x

�
� � � x � $� $Y

x U

�
MMFy Z  ��Oy Z ��$Oy

MM�y Z $�Oy Z  %�Oy Z  A


����

� � �  ��� � qx �  �

;-& y U � ln qx!

���



�� (
)

" �� 
 �"�*

" �� '��

�%

���"�
�"��
�'� 

�"������ ���"+�,-
" ���"
���	

p � Pr ���s 	 
 	 ��s� � .� �

s �

�
� .

n� .

nX
i��

�xi � x��
�
���� � x �

.

n

nX
i��

xi

�0/8� 
���&(� )(�G0<�/*0
/*&6&(&1 p U  � � U �� %% p U  � � U �� %$ p U  � � U �� %�
/��E�-+ 
 �� �� �� �� �� ��

 �2A$C  $% �2FFC A 2% �2$ �  $2%
� �2FAF  F2 �2$� C2�J �2$"J F2F�
A �2FJA C2F" �2$CC A2"A �2C�� �2%�
F �2$ % F2A% �2$%% �2J" �2CF% �2A"
$ �2$FC A2FJ �2C�F �2F$ �2C"� �2�%�
C �2$C% �2%J �2CFF �2��� �2C%�  2% C
" �2$JJ �2CC �2CC �2�A$ �2"�$  2"%"
J �2C�F �2FF� �2C"$  2% C �2" J  2"  
% �2C J �2�"" �2CJJ  2J�C �2"�%  2CF$
 � �2CA� �2 $F �2C%%  2"$$ �2"A%  2$%A
  �2CF �2�$C �2"�J  2C%J �2"FJ  2$$�
 � �2C$  2%"C �2" "  2C$ �2"$$  2$ $
 A �2CC�  2% � �2"�$  2C  �2"C�  2FJ$
 F �2CC%  2J$F �2"A�  2$"" �2"C%  2FC�
 $ �2C"C  2J�C �2"A%  2$FJ �2""$  2FA"
 C �2CJA  2"CF �2"F$  2$�� �2"J�  2F J
 " �2C%�  2"�" �2"$�  2F%% �2"J$  2F��
 J �2C%C  2C%$ �2"$C  2F"% �2"%�  2AJ$
 % �2"��  2CCC �2"C�  2FC� �2"%F  2A"�
�� �2"�"  2CF� �2"C$  2FFF �2"%J  2A$J
� �2" �  2C " �2"C%  2F�% �2J��  2AFC
�� �2" "  2$%$ �2""A  2F C �2J�$  2AA$
�A �2"��  2$"C �2"""  2F�� �2J�%  2A�C
�F �2"�C  2$$J �2"J  2A% �2J �  2A C
�$ �2"A�  2$F �2"JF  2AJ� �2J $  2A�J
�C �2"AF  2$�C �2"JJ  2A" �2J J  2A��
�" �2"A"  2$ � �2"%  2AC �2J��  2�%A
�J �2"F  2F%% �2"%F  2A$� �2J�A  2�JC
�% �2"FF  2FJ" �2"%C  2AFF �2J�$  2�"%
A� �2"FJ  2F"$ �2"%%  2AA" �2J�J  2�"F

��A



�� &�
�
+"��
" ��+�
 ��
�� � �����"�"�"

� ���

���"+�,-
" ���"
���	 Pr
�
�� � ��

���

�
� �

�0/8� 
���&(� )(�G0<�/*0 �
/*&6&(&1 M-�5/*���((.. ��0*0G&/��. �E8�/*�O
/��E�-+ 
 �2� �2��$ �2�$ �2%$ �2%"$ �2%%

 C2C $2� A2J �2��A% �2�� �2��� C
� %2� "2F C2� �2 �A �2�$ �2���
A   2A %2F "2J �2A$� �2� C �2  $
F  A2A   2 %2$ �2"  �2FJF �2�%"
$  $2  �2J   2  2 $ �2JA �2$$F
C  C2J  F2F  �2C  2CF  2�F �2J"�
"  J2$  C2�  F2 �2 "  2C%  2�F
J ��2  "2$  $2$ �2"A �2 J  2C$
% � 2"  %2�  C2% A2AA �2"� �2�%
 � �A2� ��2$  J2A A2%F A2�$ �2$C
  �F2" � 2%  %2" F2$" A2J� A2�$
 � �C2� �A2A � 2� $2�A F2F� A2$"
 A �"2" �F2" ��2F $2J% $2� F2  
 F �%2 �C2 �A2" C2$" $2CA F2CC
 $ A�2C �"2$ �$2� "2�C C2�C $2�A
 C A�2� �J2J �C2A "2%C C2% $2J 
 " AA2F A�2� �"2C J2C" "2$C C2F 
 J AF2J A 2$ �J2% %2A% J2�A "2� 
 % AC2� A�2% A�2  �2 J2% "2CA
�� A"2C AF2� A 2F  �2% %2$% J2�C
� AJ2% A$2$ A�2"   2C  �2A J2%�
�� F�2A AC2J AA2%  �2A   2� %2$F
�A F 2C AJ2 A$2�  A2   2"  �2�
�F FA2� A%2F AC2F  A2J  �2F  �2%
�$ FF2A F�2C A"2"  F2C  A2   2$
�C F$2C F 2% AJ2%  $2F  A2J  �2�
�" F"2� FA2� F�2  C2�  F2C  �2%
�J FJ2A FF2$ F 2A  C2%  $2A  A2C
�% F%2C F$2" F�2C  "2"  C2�  F2A
A� $�2% F"2� FA2J  J2$  C2J  $2�

��F



�� /���������


" ���
�
�
 ��
�����

����
� �� � 
 ��"�"
��
 ���!��%�
���"+�,-
" ���"
���	 Pr

�
�� � ��

�����

�
� .� �


  � �
�2"� �2J� �2%� �2%$ �2%"$ �2%%� �2%%$ �2%%%

  2�"  2CF �2" A2JF $2�� C2CA "2JJ  �2J
� �2F A2�� F2C $2%% "2AJ %2�  �2C  A2J
A A2C" F2CF C2�$ "2J %2A$   2A  �2J  C2A
F F2JJ $2%% "2"J %2F%   2  A2A  F2%  J2$
$ C2�C "2�% %2�F   2  �2J  $2  C2" ��2$
C "2�A J2$C  �2C  �2C  F2F  C2J  J2$ ��2$
" J2AJ %2J�  �2�  F2  C2�  J2$ ��2A �F2A
J %2$�   2�  A2F  $2$  "2$ ��2 ��2� �C2 
%  �2"  �2�  F2"  C2%  %2� � 2" �A2C �"2%
 �   2J  A2F  C2�  J2A ��2$ �A2� �$2� �%2C
   �2%  F2C  "2A  %2" � 2% �F2" �C2J A 2A
 �  F2�  $2J  J2$ � 2� �A2A �C2� �J2A A�2%
 A  $2  "2�  %2J ��2F �F2" �"2" �%2J AF2$
 F  C2�  J2� � 2 �A2" �C2 �%2 A 2A AC2 
 $  "2A  %2A ��2A �$2� �"2$ A�2C A�2J A"2"
 C  J2F ��2$ �A2$ �C2A �J2J A�2� AF2A A%2A
 "  %2$ � 2C �F2J �"2C A�2� AA2F A$2" F�2J
 J ��2C ��2J �C2� �J2% A 2$ AF2J A"2� F�2A
 % � 2" �A2% �"2� A�2 A�2% AC2� AJ2C FA2J
�� ��2J �$2� �J2F A 2F AF2� A"2C F�2� F$2A
� �A2% �C2% �%2C A�2" A$2$ AJ2% F 2F FC2J
�� �F2% �"2A A�2J AA2% AC2J F�2A F�2J FJ2A
�A �C2� �J2F A�2� A$2� AJ2 F 2C FF2� F%2"
�F �"2 �%2C AA2� AC2F A%2F FA2� F$2C $ 2�
�$ �J2� A�2" AF2F A"2" F�2C FF2A FC2% $�2C
�C �%2� A 2J A$2C AJ2% F 2% F$2C FJ2A $F2 
�" A�2A A�2% AC2" F�2 FA2� F"2� F%2C $$2$
�J A 2F AF2� A"2% F 2A FF2$ FJ2A $ 2� $C2%
�% A�2$ A$2 A%2 F�2C F$2" F%2C $�2A $J2A
A� AA2$ AC2A F�2A FA2J F"2� $�2% $A2" $%2"

��$



�� &��
�
�
 t�� � �����"�"�"

� 0��,�"
�� � 
 ��"�"
��

���!��%� ���"�"��"�%" �"����
����, Pr �jtj � t�� �� � �

���	�����

�� ��
�
+"���� �!������

�0/8� /*&6&(&1 
���&(� )(�G0<�/*0 �
/��E�-+ 
 �2�$� �2��$ �2��� �2� � �2��$ �2���

  �2"�C �$2F$� A 2J� CA2C$"  �"2A A J2A
� F2A�A C2��$ C2%C$ %2%�$  F2�% ��2AA
A A2 J� F2 "" F2$F $2JF "2F$A  �2� 
F �2""C A2F%$ A2"F" F2C�F $2$%J "2 "A
$ �2$" A2 CA A2AC$ F2�A� F2""A $2J%A
C �2FF" �2%C% A2 FA A2"�" F2A " $2��J
" �2AC$ �2JF �2%%J A2F%% F2��% F2"J$
J �2A�C �2"$� �2J%C A2A$$ A2JAA F2$� 
% �2�C� �2CJ$ �2J� A2�$� A2C%� F2�%"
 � �2��J �2CAF �2"CF A2 C% A2$J F2 FF
  �2�� �2$%A �2" J A2 �C A2F%" F2��$
 � �2 "% �2$C� �2CJ A2�$$ A2F�J A2%A�
 A �2 C� �2$AA �2C$� A2� � A2A"� A2J$�
 F �2 F$ �2$ � �2C�F �2%"" A2A�C A2"J"
 $ �2 A �2F%� �2C�� �2%F" A2�JC A2"AA
 C �2 �� �2F"A �2$JA �2%� A2�$� A2CJC
 " �2  � �2F$J �2$C" �2J%J A2��� A2CFC
 J �2 � �2FF$ �2$$� �2J"J A2 %" A2C �
 % �2�%A �2FAA �2$A% �2JC A2 "F A2$"%
�� �2�JC �2F�A �2$�J �2JF$ A2 $A A2$$�
� �2�J� �2F F �2$ J �2JA A2 A$ A2$�"
�� �2�"F �2F�$ �2$�J �2J % A2  % A2$�$
�A �2�C% �2A%J �2$�� �2J�" A2 �F A2FJ$
�F �2�CF �2A% �2F%� �2"%" A2�% A2FC"
�$ �2�C� �2AJ$ �2FJ$ �2"J" A2�"J A2F$�
�C �2�$C �2A"% �2F"% �2""% A2�C" A2FA$
�" �2�$� �2A"A �2F"A �2"" A2�$" A2F� 
�J �2�FJ �2ACJ �2FC" �2"CA A2�F" A2F�J
�% �2�F$ �2ACF �2FC� �2"$C A2�AJ A2A%C
A� �2�F� �2AC� �2F$" �2"$� A2�A� A2AJ$
F� �2�� �2A�% �2F�A �2"�$ �2%" A2A�"
C� �2��� �2A�� �2A%� �2CC� �2% $ A2�A�
 ��  2%J� �2%J� �2A$J �2C " �2JC� A2 �"
�  2%C� �2�F �2A�C �2$"C �2J�" A2�%�

��C



�� #"�������


" ���
�
�

�����"�"�"

� 0��,�"
�� tp�k� � k ��"�"
��
 ���!��%�

���"+�,-
" ���"
���	 Pr �t 	 tp�k�� � p

p
k �2"$� �2%�� �2%$� �2%"$ �2%%� �2%%$ �2%%%
  2��� A2�"J C2A F  �2"�C A 2J� CA2C$" A J2A
� �2J "  2JJC �2%�� F2A�A C2%C$ %2%�$ ��2AA
A �2"C$  2CAJ �2A$A A2 J� F2$F $2JF  �2� 
F �2"F  2$AA �2 A� �2""C A2"F" F2C�F "2 "A
$ �2"�"  2F"C �2� $ �2$" A2AC$ F2�A� $2J%A
C �2" J  2FF�  2%FA �2FF" A2 FA A2"�" $2��J
" �2"   2F $  2J%$ �2AC$ �2%%J A2F%% F2"J$
J �2"�C  2A%"  2JC� �2A�C �2J%C A2A$$ F2$� 
% �2"�A  2AJA  2JAA �2�C� �2J� A2�$� F2�%"
 � �2"��  2A"�  2J � �2��J �2"CF A2 C% F2 FF
  �2C%"  2ACA  2"%C �2�� �2" J A2 �C F2��$
 � �2C%C  2A$C  2"J� �2 "% �2CJ A2�$$ A2%A�
 A �2C%F  2A$�  2"" �2 C� �2C$� A2� � A2J$�
 F �2C%�  2AF$  2"C �2 F$ �2C�F �2%"" A2"J"
 $ �2C%  2AF  2"$A �2 A �2C�� �2%F" A2"AA
 C �2C%�  2AA"  2"FC �2 �� �2$JA �2%� A2CJC
 " �2CJ%  2AAA  2"F� �2  � �2$C" �2J%J A2CFC
 J �2CJJ  2AA�  2"AF �2 � �2$$� �2J"J A2C �
 % �2CJJ  2A�J  2"�% �2�%A �2$A% �2JC A2$"%
�� �2CJ"  2A�$  2"�$ �2�JC �2$�J �2JF$ A2$$�
� �2CJC  2A�A  2"� �2�J� �2$ J �2JA A2$�"
�� �2CJC  2A�  2" " �2�"F �2$�J �2J % A2$�$
�A �2CJ$  2A %  2" F �2�C% �2$�� �2J�" A2FJ$
�F �2CJC  2A J  2"  �2�CF �2F%� �2"%" A2FC"
�$ �2CJF  2A C  2"�J �2�C� �2FJ$ �2"J" A2F$�
�C �2CJF  2A $  2"�C �2�$C �2F"% �2""% A2FA$
�" �2CJC  2A F  2"�A �2�$� �2F"A �2"" A2F� 
�J �2CJA  2A A  2"� �2�FJ �2FC" �2"CA A2F�J
�% �2CJA  2A   2C%% �2�F$ �2FC� �2"$C A2A%�
A� �2CJC  2A �  2C%" �2�F� �2F$" �2"$� A2AJ$
F� �2CJ  2A�A  2CJF �2�� �2F�A �2"�F A2A�"
C� �2C"%  2�%C  2C" �2��� �2A%� �2CC� A2�A�
 �� �2C""  2�J%  2C$J  2%J� �2A$J �2C " A2 C�
� �2C"$  2�J�  2CF$  2%C� �2A�C �2$"C A2�"�

��"



	� &��
�
�
 �����"�"�"

� F�� k��k� �
 "��10
"�"����Y
k� 2 +
��� ��"�"
"� ���!��% !��� "� �
��"��

Y
k� 2 +
��� ��"�"
"� ���!��% �"
� "� �
��"��




���&(� )(�G0<�/*0 � U �2�$
k�

k�  � A F $ C
  C ��� � C ��$ �A� �AF
�  J2$  %2��  %2 C  %2�$  %2A�  %2AA
A  �2 A %2$$ %2�J %2 � %2� J2%F
F "2" C2%F C2$% C2A% C2�C C2 C
$ C2C $2"% $2F $2 % $2�$ F2%$
C $2%% $2 F F2"C F2$A F2A% F2�J
" $2$% F2"F F2A$ F2 � A2%" A2J"
J $2A� F2FC F2�" A2JF A2C% A2$J
% $2 � F2�C A2JC A2CA A2FJ A2A"
 � F2%C F2 � A2" A2FJ A2AA A2��
  F2JF A2%J A2$% A2AC A2�� A2�%
 � F2"$ A2JJ A2F% A2�C A2  A2��
 A F2C" A2J� A2F A2 J A2�� �2%�
 F F2C� A2"F A2AF A2  �2%C �2J$
 $ F2$F A2CJ A2�% A2�C �2%� �2"%
 C F2F% A2CA A2�F A2� �2J$ �2"F


���&(� )(�G0<�/*0 � U �2�$
k�

k� " J %  �    �
 �A" �A% �F �F� �FA �FF
�  %2AC  %2A"  %2AJ  %2A%  %2F�  %2F 
A J2JJ J2JF J2J J2"J J2"C J2"F
F C2�% C2�F C2�� $2%C $2%A $2% 
$ F2JJ F2J� F2"J F2"F F2"� F2CJ
C F2� F2 $ F2 � F2�C F2�A F2��
" A2"% A2"A A2CJ A2CA A2C� A2$"
J A2$� A2FF A2A% A2AF A2A A2�J
% A2�% A2�A A2 J A2 A A2 � A2�"
 � A2 F A2�" A2�� �2%" �2%F �2% 
  A2� �2%$ �2%� �2JC �2J� �2"%
 � �2%� �2J$ �2J� �2"C �2"� �2C%
 A �2JF �2"" �2"� �2C" �2CA �2C�
 F �2"" �2"� �2C$ �2C� �2$C �2$A
 $ �2"� �2CF �2$% �2$$ �2$ �2FJ
 C �2CC �2$% �2$F �2F% �2F$ �2F�

��J



�
� /�"�"��
�" �����"�"�"

" &����'�����

K��� �
�P

����
��.�� exp

�
��
���

�

� KM�O � KM�O � KM�O
�2A� �2���� �2%� �2C�"A  2$� �2%""J
�2A$ �2���A �2%$ �2C"�$  2$$ �2%JAC
�2F� �2���J  2�� �2"A��  2C� �2%JJ�
�2F$ �2� �C  2�$ �2""%J  2C$ �2%% F
�2$� �2�AC  2 � �2J��A  2"� �2%%AJ
�2$$ �2�""�  2 $ �2J$J�  2"$ �2%%$C
�2C� �2 A$"  2�� �2JJ"J  2J� �2%%C%
�2C$ �2��J�  2�$ �2% �  2J$ �2%%"%
�2"� �2�JJJ  2A� �2%A %  2%� �2%%J$
�2"$ �2A"�J  2A$ �2%F"J  2%$ �2%%%�
�2J� �2F$$%  2F� �2%C�A �2�� �2%%%AA
�2J$ �2$AF"  2F$ �2%"�� �2�$ �2%%%%%

��� &��
�
�
 �� �����"�"�"

� &����'�����

Pr �� � ��� � �


���&(� )(�G0<�/*0 � �2�� �2 � �2�$ �2�� �2� �2�� 
��  2�"�  2��F  2A$J  2$��  2C�"  2%$�

��%



��� &��
�
�
 �� �����"�"�"

� 0�
�
���1&����'�����

Pr �� � ��� � �


���&(� )(�G0<�/*0 � �2�� �2 � �2�$ �2�� �2� �2�� 
�� �2J%�  2�"$  2��A  2A%$  2$ J  2JC�

��� &��
�
�
 r� +
��� �
����

Pr �r � r�� � �

n 
���&(� )(�G0<�/*0 � n 
���&(� )(�G0<�/*0 �
�2� �2�$ �2 � �2� �2�$ �2 �

C � � � F $ C
" � � �� F $ C
J � �  �A F C "
% �   �A F C "
 � �   �F $ C "
  �  � �$ $ " "
 �  � � �C C " J
 A  � � �" C " J
 F  � A �J C J %
 $ � A A �% " J %
 C � A F A� " %  �
 " � F F A " %  �
 J A F F A� J %  �
 % A F $ AA J  �   
�� A $ $ AF J  �   

�A�



����
� �������$��

� � � � � � � �

 ! �&(*'&8� �!�! ������ ������	������ @ �!, ��5��2  %CF!
�! :(&-&(�� 	!�! 4��� ������ ������	������ @ �!, ��5��2  %C !
A! ����8&(�� �!�!2 P08066��� 
!
! ������ ������	����� � ��������������

����������� @ �!, �+/?�. ?��8�2  %"A!
F! �5;�G&� �!�! ������ ������	����� � �������������� ����������� @ �!,

��5��2  %"%!
$! :04<�( �!�!2 �����4�- 
!�!2 �-�&(�� �!�! ������ ������	����� � ������!

�������� ����������� @ �0&�, �0R! ?�!2  %"%!
C! ��G&(�� :!�!2 �&-�&-&� �!�! 
������������� ����������? ���
	��

����
�� ��� ������� @ �!, �+/?! ?�!2  %JF!
"! �&*+��0( �!�!2 ��804<�( �!�! (�����	���� � ����������� @ �!, P0(�(/+

0 /*�*0/*0��2  %J�!
J! :<5�<�( �!�! ������ ������	����� � �������������� ����������� @

�!, �+/?! ?�!2 ����!

� 
 � 
 � � � � � � � � � � � � �

%! �<&8�.(�� :!�!2 ��0*��0G �!�! 1����	�� �� ������ ������	����� �
�������������� ����������� @ �!, �)-D�� �:
2  %C"!

 �! :&��/0<��0G 
!�!2 ��*�&&�� �!�! 
������������� ����������� @�0(/�,
�+?91?�. ?�!2  %"J!

  ! :<5�<�( �!�! 5���������� � ��2�	�# ����� �� ������ ������	����� �
�������������� ����������� @ �!, �+/?! ?�!2 ����!

 �! �5E��� 
!�!2 �&��/*�.(�� 	!
!2 �0/*.��� �!�! &
��	�� ����� �� ������
������	������ @ �!, ��5��2  %J%!

 A! �E��(0� )�-�G 6� <�*&<�*0�&! �&��0. �&��.*(�/*&1 0 <�*&<�*0G&/��.
/*�*0/*0�� � ��- �&-! 
!�! �70<���! @ �!, ��5��2  %%�!

 F! ���0( �!�!2 �*&6�(��� �!#! +�������� 	� *(
 �� ��������������
����������� @ �0(/�, �
(0�&�/0*&*/��&�2  %J"!

 $! �5�G0( �!�! 
��������	� ���������� � ��������$ i ������$? .������	��
���i
	��� @ �!, ��� ��2  %%A!

 C! ��)<�(0?�080 
!�! ������ ������	�����? ���
	�� ����
��� @ �������,
�:�
2  %%F!

 "! 	����0��� �!�!2 	����0���! STATISTIKA� @ &������������� �	���� �
�
��
���� ��		�$ � ����� Windows� @ �!, �P080(�2  %%"!

�A 



� � � 
 � � � � � � �

 J! ����8K� �!�!2 ���*&(�� �!�!2 �����4�- 
!�!2 �5�E0( 
!P! &������	�� ��
������ ������	����� � �������������� ����������� @ �!, ��5��2  %J$!

 %! ���( :!2 ���( �! &������	�� �� ����������� @ �!, ��5��2  %JA!
��! 
E��<��0G �!2 �*0;�( �! &������	�� �� ���"����	�� ��	�"���� @ �!,

��5��2  %"%!
� ! 	�8�?&� �!�!2 �<0�(�� �!�! ��
��"� �������������� ����������� @ �!,

��5��2  %JA!

@ � � � � � � � � � 3 � 
 � � � � � � 
 � % � 


��! �&E+?&� �!�! ������ ������	������ @ �!D�!, �)-D�� 
� ����2  %AC!
�A! #K;& #! ������������� � �������	�� ����������� @ �!, ��5��2  %"�!
�F! ���<&� :! 
������������� ������ ����������� @ �!, �0�2  %"$!
�$! 	������� 
!
! 
������������� ����������� ="�	�� �����������

+�������  ������� @ �!, ��5��2  %JF!
�C! P&88&� �! (����	�� � �����# ������	����� � �� �����	�	��� @ �!, �0�2

 %JF! D �! Y  %JF! D �!�!
�"! �0*��6�8�/�01 
!�! ��$	��� �������������$ �������	��� @ �!, ��5��2

 %" !
�J! �<0�(�� �!�!2 #5(0(D	�����/�01 �!�! 4��� ������ ������	����� �

�������������� ���������� ��� ��$	������$ �����0�	��� @ �!, ��5��2  %C%!
�%! �(�?0 �! ������ � �������� �
��
���� ����������� ������	��� @ �!,

�0�2  %CJ!
A�! 
(;� 
! 
��������� ��� %������, � ������	0�	����� @ �!, ��5��2  %C$!
A ! ��0(�� �!:!2 �0�580( �!�! .����;�		�� �"�	�� � �$ �����	�	��� @ �!,

��5��2  %J%!
A�! ��)�(�� �!
! ������ ������	������ ������	�� ���"���� � ��������������

����������� @ �!, ��5��2  %J$!
AA! ���*+(�� :!�! 4������� ��� �,�������� @ �!, ��5��2  %"J!
AF! a&77& :! <��������		�� �	����� @ �!, ��5��2  %J�!
A$! ���/ #!2 �0(�80 #! ������������� ����������� @ �!, �0�2  %JF!
AC! 	0�&8 �!2 #��/�< �! 
������������� ����������� @ �!, P0(�(/+ 0

/*�*0/*0��2  %JA!
A"! ��( -&� ���-&( 	!�! 
������������� ����������� @ �!, �)-D�� 0(�/*�!

80*!2  %C�!
AJ! �&E&� #=! 3�	��	�� �� ������		�� �	����� @ �!, �0�2  %J�!
A%! ��KE&� �! 5�
���	���� � ����������� @ �!, �0�2  %JF!
F�! ��80<�� �!�! ������ %��������	��� @ �!, ��5��2  %" !
F ! �&�&1 :! +�������� � ������ ������	����� � �������������� ��������!

��� @ �!, �0�2  %%�!
F�! 
08�/ �!�! 
������������� ����������� @ �!, ��5��2  %C"!

�A�



���G�8�(& �0-�((.

�
��
�Ia�I�I �8&�/�(-� �&�;i1��0G

�
���
����
 ��
������


���G�8�(01 6�/iE(0� -� 6���*0G(04 )�(.*�

��/i1/���K <���K

��E�*5 -� �0-�((. �&��<&(-5��� �!�! :��i801

�&-��*�� �!�! ��<i(i(�

#��� ����- ���� ?�

#i��� �� �
��� ���������D J�
��� ?��D< �V�? #��i
 �"�����
=
�� B 

��*
�"i�� 7�
�i��
� Times New Roman� ��� �
��� �
�� ��-��
Q���B�
�� �
�� �>-�� '����� ��� �

�� [��� \ ]i�� ��*��i
��

+
����
�
� ����
 '(�  )#I - ?����- )�
�i�- ���� J
����- ��
&�i������ �
� 
�^��
��i0 =9 \ ��? �i� ����������

=
���
�� '(�  )#I - ?����- )�
�i�- ���� J
����- ��



������������ �	�
���
��� � �

�� 
��
���

�
����
����� ����������� 
����������

��
��������� ��������������� ������
��

�� �� ����������	�

�������������� ����������

������� ������� 	 �
�	�����	�
 �������


�A �� � �  � A

x

�!�

�! 

�!�

�!A

�!F

fMxO

��� ���

C� C�

������������������������������

������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������

��������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������
��������������������
��������������� ���������� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������
���������������������������
����������������������
��������������������
�������������������
�����������������
����������������
����������������
���������������
����������������
���������������
����������������
���������������
���������������
���������������
����������������
���������������
�����������������
������������������
�������������������
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

������� ��
 ����� �� �



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


