ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Рівняння виду
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де 
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 – відома функція, 
[image: image3.wmf]x

 – незалежна змінна, 
[image: image4.wmf]()

yx

 – невідома (шукана) функція, називається звичайним диференціальним рівнянням (ЗДР).

Найвищий порядок похідної, що входить в ЗДР, називається порядком диференціального рівняння.

Наприклад, ЗДР першого порядку
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або, якщо його розв’язати відносно
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Розв’язком ЗДР 
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-ого порядку називається 
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 раз неперервно диференційована на деякому інтервалі аргументу 
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 функція
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, яка при підстановці її в рівняння замість невідомої функції обертає його в тотожність.

Наприклад, мабуть, що розв’язком ЗДР 1-го порядку 
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 буде функція 
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. Можна переконатися, що функції
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 – довільна постійна, також є розв’язком цього рівняння.

Загальним розв’язком ЗДР 1-го порядку 
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 в області 
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 називається така функція 
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, що:

а) вона є розв’язком рівняння для всіх значень постійної 
[image: image19.wmf]C

 з деякої безлічі; 

б) для будь-якої початкової умови 
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, такого, що точка 
[image: image21.wmf]00

(,)

xyD

Î

, існує єдине значення 
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, при якім розв’язок 
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 задовольняє заданій початковій умові.

Розв’язок 
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, отриманий із загального при 
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, називається частковим.

Завдання, у якім потрібно знайти частковий розв’язок рівняння 
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 при початковій умові 
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, називається задачею Коші для ЗДР 1-го порядку.

Загальний розв’язок ЗДР 
[image: image28.wmf]n

-го порядку містить 
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 довільних постійних, а для розв’язку завдання Коші потрібно 
[image: image30.wmf]n

 початкових умов. Наприклад, для рівняння 3-го порядку, дозволеного щодо старшої похідній, задачі Коші формулюється в такий спосіб:

Знайти частковий розв’язок рівняння 
[image: image31.wmf](
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Знаходження розв’язків диференціальних рівнянь (ДР) називається інтегруванням.

Якщо цей процес зводиться до алгебраїчних операцій і обчисленню кінцевого числа інтегралів і похідних, то говорять, що рівняння інтегрується у квадратурах, або в кінцевому виді. Класи таких рівнянь дуже нечисленні, тому, зважаючи на те, що ДР є одним з основних математичних апаратів у прикладних дослідженнях, широко застосовуються різні наближені методи інтегрування ДР з наступним використанням комп’ютерів.

При виконанні завдань необхідно визначити тип рівняння, вибрати відповідний метод розв’язку, знайти загальне розв’язки й, якщо зазначені початкові умови, виділити із загального розв’язку частка.

Розглянемо наступні типи диференціальних рівнянь 1-го порядку: зі змінними, що відокремлюються, однорідні, лінійні, рівняння Бернуллі й інші.

1. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними

Рівняння, яке можна привести до виду
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називається диференціальним рівнянням з, відокремлюваними змінними.

Щоб розв’язати таке диференціальне рівняння, представляють 
[image: image36.wmf]y
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 у вигляді 
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Після поділу змінних інтегрують обидві частини рівності 
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До розглянутого типу рівнянь зводиться рівняння виду
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Для цього досить увести нову змінну 
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. Тоді знайдемо
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Відзначимо також, що рівняння виду
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також ставляться до типу рівнянь із змінними, що розділяються.

Приклад 1.  Знайти розв’язок диференціального рівняння
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задовольняючого початковій умові 
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Розв’язок. Представимо 
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 у вигляді 
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Розділимо змінні й проінтегруємо
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Загальний розв’язок має вигляд
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 – довільна постійна. Зручно представити її у вигляді 
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 Запишемо 
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Користуючись властивостями логарифмічної функції, одержимо 
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де 
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 – будь-яке число.

Отже, 
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 – загальний розв’язок. Щоб виділити частковий розв’язок, скористаємося початковою умовою 
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Підставивши у формулу загального розв’язку 
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[image: image69.wmf]21

C

=×

, тобто 
[image: image70.wmf]2

C

=

. Таким чином, у результаті одержуємо розв’язок 
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Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння
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Розв’язок. Підставивши 
[image: image73.wmf]/

ydydx

¢

=

 в задане рівняння, одержимо
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Помножимо обидві частини рівняння на 
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 й розділимо на 
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Проінтегруємо обидві частини рівняння:
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Приходимо до загального розв’язку
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2. Однорідні диференціальні рівняння

Однорідним диференціальним рівнянням називається рівняння, яке можна привести до виду 
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 і 
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, тобто функція, що володіє наступною властивістю: 
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Для розв’язку однорідного диференціального рівняння вводять замість шуканої функції 
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 нову функцію 
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 З рівняння 
[image: image96.wmf](,)

yxy

f

¢

=

 й підстановки 
[image: image97.wmf]y

u

x

=

 отримаємо 
[image: image98.wmf]()

du

uxu

dx

f

+=

, що дає 


[image: image99.wmf]()

dudx

uux

f

=

-

.

Для функції 
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 вийшло рівняння зі змінними, що розділяються. Інтегруючи, знайдемо загальний розв’язок
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Приклад 1. Розв’язати рівняння
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Розв’язок. Дане рівняння є однорідним диференціальним рівнянням, тому що 
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 і 
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Розв’яжемо це рівняння 
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Вертаючись до змінної 
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Крім цього розв’язку є розв’язок 
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Приклад 2. Знайти розв’язок диференціального рівняння 
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задовольняючого початковій умові 
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Розв’язок. У прикладі 
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Обчислимо 
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Функція 
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Нехай 
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У наше рівняння замість 
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 підставимо 
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Після скорочень запишемо
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Одержали рівняння зі змінними, що відокремлюються. Розділимо змінні
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і проінтегруємо
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Інтеграл у правій частині дорівнює 
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Перший інтеграл праворуч рівний
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Аналогічно
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Таким чином, одержуємо


[image: image138.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

2

ln(1)ln1ln

uuuCx

+-+=

.

Це дає в результаті потенціювання
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Заміняючи
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Щоб повернутися до функції 
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Остаточно одержимо загальний розв’язок диференціального рівняння
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Для початкової умови
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Отже, розв’язок має вигляд 
[image: image155.wmf]22
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Приклад 3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Розв’язок. Покладемо
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Інтегруючи, одержимо
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Вертаючись до функції 
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До однорідних рівнянь ставляться й рівняння наступного виду
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де 
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Якщо прямі 
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Якщо прямі 
[image: image175.wmf]111
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 паралельні, тобто, вважаючи 
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, одержуємо рівняння зі змінними, що відокремлюються 
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Приклад 4. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 


[image: image179.wmf]2(2)(25)0
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Розв’язок. Координати точок перетинання прямих наступні 
[image: image180.wmf]1
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. Використовуючи заміну змінних 
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, приходимо до однорідного рівняння 
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Для цього рівняння використовуємо вище описаний метод знаходження розв’язку однорідних диференціальних рівнянь.

4. Рівняння, що не залежать явно від функції

Рівняння такого типу мають вигляд 
[image: image185.wmf](,,)0
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. Для їхнього розв’язку скористаємося підстановкою 
[image: image186.wmf]vy
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, тобто в якості нової невідомої функції оберемо 
[image: image187.wmf]y
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. Тоді вихідне рівняння перетвориться в рівняння 1-го порядку щодо функції 
[image: image188.wmf]()
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: 
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. Інтегруючи останнє рівняння, знайдемо 
[image: image190.wmf]()
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. Обчисливши інтеграл від функції
[image: image191.wmf]()
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, одержимо розв’язок 
[image: image192.wmf]()
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 вихідного рівняння.

Приклад.  Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Розв’язок. Рівняння не містить невідомої функції 
[image: image194.wmf]y

. Зробимо підстановку 
[image: image195.wmf]()
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, яка приведе вихідне рівняння до виду
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Одержимо рівняння зі змінними, що відокремлюються. Розділимо змінні й проінтегруємо

[image: image197.wmf]exp()1
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В інтегралі, розташованому праворуч, зробимо підстановку 
[image: image198.wmf]exp()1
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, звідки 
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[image: image201.wmf]1

1

Cz

v

z

=

-

.

Тоді
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Вертаючись до шуканої функції, одержимо


[image: image203.wmf](
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5. Рівняння, що не залежать явно від аргументу

 У тому випадку, коли рівняння не залежить явно від аргументу
[image: image204.wmf]x

, його можна записати у вигляді 
[image: image205.wmf](,,)0
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. У якості нової змінної оберемо 
[image: image206.wmf]y

, а в якості нової невідомої функції – 
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і тому у вихіднім рівнянні порядок знижений: 
[image: image209.wmf](,,/)0
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. Розв’язавши отримане рівняння 1-го порядку, одержимо 
[image: image210.wmf]()
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. Після цього інтегруванням знайдемо розв’язок вихідного рівняння.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
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Розв’язок. Оскільки рівняння не залежить явно від аргументу 
[image: image212.wmf]x

, то перейдемо до змінних 
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 і 
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У новому рівнянні розділимо змінні
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Тому що 
[image: image220.wmf]()
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, те знову одержимо рівняння з відокремлюваними змінними:
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Отже, маємо остаточно 
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Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння
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Розв’язок. Замінимо похідні:
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Підставивши у вихідне рівняння, одержимо
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Урахуємо, що 
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. Після інтегрування одержимо остаточно


[image: image235.wmf]12

ln||

yCxC

=+

.

Приклад 3. Розв’язати диференціальне рівняння
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Розв’язок. Перепишемо задане рівняння у вигляді 
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Звідси 
[image: image239.wmf]1
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.  Після інтегрування одержимо остаточно шуканий розв’язок
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Приклад 4. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 


[image: image241.wmf]43
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Розв’язок. У рівнянні відсутній явно аргумент
[image: image242.wmf]x

, отже, його порядок знижується заміною похідних:


[image: image243.wmf]()

yzy

¢

=

,     
[image: image244.wmf]dz

yz

dy

¢¢

=

.

Звідси 
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Розділимо змінні:
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Після інтегрування в лівій і правої частинах запишемо
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Далі
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що дає
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або в інтегральній формі


[image: image252.wmf]2
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Отже, після узяття інтеграла одержуємо остаточно
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6. Лінійні диференціальні рівняння

Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння, яке можна привести до виду
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Розв’язок лінійного диференціального рівняння першого порядку шукають у вигляді добутку двох допоміжних функцій 
[image: image257.wmf]()()()

yxuxvx

=

. Одну з них – функцію 
[image: image258.wmf]()

vx

 вибирають так, щоб виконувалася рівність
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яке є диференціальним рівнянням відокремлюваними змінними. Загальний його розв’язок має вигляд
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і дозволяє знайти будь-який частковий розв’язок 
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Підставивши у вихідне рівняння 
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Остаточно запишемо
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Застосування інтегруючого множника.

Напишемо лінійне диференціальне рівняння у вигляді
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Спробуємо визначити таку функцію 
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 на деяку функцію від 
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називається інтегруючим множником для лінійного рівняння. Підставляючи в рівняння значення
[image: image279.wmf]()
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, знаходимо для 
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 розв’язок
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок.  Шукаємо розв’язок у вигляді 
[image: image283.wmf]()()()
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. Підставимо в рівняння замість 
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 добуток двох допоміжних функцій 
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, а замість похідної
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Одержимо
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Для знаходження 
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 або 
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 одержимо два рівняння:
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З першого з них знайдемо функцію 
[image: image292.wmf]v

, це буде рівняння з відокремлюваними змінними:
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Розділимо змінні й проінтегруємо обидві частини
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Звідси 
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 – частковий розв’язок першого рівняння.

Підставляємо знайдений розв’язок у друге рівняння
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Інтегруючи вроздріб, знаходимо
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Отже, загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння має вигляд
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Приклад 2. Знайти розв’язок диференціального рівняння
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с початковою умовою
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Розв’язок. У прикладі функція 
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, тому інтегруючий множник для розглянутого лінійного рівняння має вигляд
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Після інтегрування одержимо
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У формулі для загального розв’язку
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підставимо 
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Знайдемо частковий розв’язок, що проходить через крапку
[image: image313.wmf]0
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. Отже, частковий  розв’язок наступний
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7. Рівняння Бернуллі
Це диференціальне рівняння виду
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Для його розв’язку використовуємо заміну 
[image: image319.wmf]1

n

zy

-

=

. Маємо


[image: image320.wmf]1

n

dzndy

dxdx

y

-

=

.

Підставляючи у вихідне рівняння, знаходимо
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Одержали лінійне диференціальне рівняння.

8. Рівняння Ріккати
Це диференціальне рівняння виду
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 – довільні функції від 
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Якщо відомий приватний інтеграл 
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 вихідного диференціального рівняння, то відшукання загального інтеграла цього рівняння зводиться до розв’язку рівняння Бернуллі. А саме, 
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Якщо відомі три часток інтеграла рівняння Ріккати 
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, то загальний інтеграл цього рівняння 
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 задовольняє умові: 
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 отже, шуканий розв’язок 
[image: image335.wmf]()
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 визначається без інтегрування.

9. Рівняння Лагранжа
Це рівняння виду
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Покладемо, що 
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Отримане рівняння є лінійним рівнянням для функції 
[image: image340.wmf]()
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. Нехай 
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 – його загальний інтеграл. Заміняючи в рівнянні Лагранжа 
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 й 
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 відповідно, знайдемо інтегральні криві цього рівняння в параметричній формі.
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10. Рівняння Клеро
Це окремий випадок рівняння Лагранжа, у якім 
[image: image347.wmf]()
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Використовуючи методику рішення рівняння Лагранжа, одержимо
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Тут можливі два розв’язки:

1. 
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[image: image351.wmf]pC

=

. Підставляючи цей розв’язок у рівняння Клеро, знаходимо 
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2. 
[image: image353.wmf]()0

xp

y

¢

+=

. У комбінації з рівнянням Клеро 
[image: image354.wmf]()
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 це рівняння дає параметричні рівняння, що обгинає до сімейства знайдених вище прямих. Ця, що обгинає є особливим розв’язком рівняння Клеро.

11. Лінійні рівняння першого порядку
Лінійне рівняння першого порядку має вигляд


[image: image355.wmf]()()
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Для інтегрування цього рівняння використовуємо метод варіації постійної (метод Лагранжа). Спочатку проінтегруємо однорідну частину рівняння
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(це рівняння називається лінійним однорідним рівнянням, що відповідають заданому диференціальному рівнянню). Розділимо змінні:


[image: image357.wmf]одн

одн

()

dy

axdx

y

=-

,
[image: image358.wmf]одн11

ln|()|()ln

x

yxaxdxC

=-+

ò

,

тому


[image: image359.wmf]одн11

()exp()

x

yxCaxdx

æö

=-

ç÷

èø

ò

.

Будемо тепер у рамках метода Лагранжа шукати розв’язок вихідного рівняння у вигляді 
[image: image360.wmf]общоднчаст
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Продиференцюємо цей вираз й підставимо у вихідне рівняння
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звідки
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Другий й третій доданки ліворуч скорочуються. Для визначення 
[image: image365.wmf]()

Cx

 одержуємо рівняння
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яке безпосередньо інтегрується за допомогою поділу змінних:
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Тому для часткового розв’язку запишемо
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Таким чином, для загального розв’язку одержуємо
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Приклад 1. Знайти розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок. Розв’яжемо відповідне однорідне рівняння
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Розділимо змінні й проінтегруємо їх:
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тому
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Для знаходження розв’язку визначимо


[image: image375.wmf]част

()

()

cos

Cx

yx

x

=

.

Продиференцюємо
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, після чого підставимо похідну в задане рівняння:
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звідки 
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Підставимо 
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Отже, одержуємо
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Приклад 2. Знайти розв’язок диференціального рівняння
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задовольняюче початковій умові 
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Розв’язок. Розв’яжемо відповідне однорідне рівняння
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Розділимо змінні й проінтегруємо їх:
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звідки
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Знайдене вираз для 
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 є розв’язком однорідного рівняння. Будемо шукати розв’язок заданого рівняння у вигляді 
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 – невідома функція, а другим множником є розв’язок 
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 однорідного рівняння. Цей метод називається метод варіації постійної. 

Продиференцюємо 
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 і підставимо його в задане рівняння:
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звідки
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Для визначення функції 
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 одержуємо рівняння 
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Загальний розв’язок даного диференціального рівняння буде мати вигляд
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у якім перший доданок є розв’язком відповідного однорідного рівняння. 

Визначимо тепер частковий розв’язок 
[image: image402.wmf]част
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, що задовольняє заданій початковій умові. Підставимо 
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[image: image406.wmf]1

C

=-

.

Отже, для шуканого розв’язку одержуємо 
[image: image407.wmf]3
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12. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами
Лінійні диференціальні рівняння розглянутого типу – це рівняння, які можна привести до виду
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де 
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 – задані постійні коефіцієнти, 
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 – деяка функція.

Якщо
[image: image412.wmf]()0
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, то рівняння називається однорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами
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Якщо
[image: image414.wmf]()0
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, то рівняння називається неоднорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами.

 Для знаходження розв’язків розглянутих лінійних диференціальних рівнянь необхідно вивчити допоміжне характеристичне рівняння виду 
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, коефіцієнти якого визначаються коефіцієнтами вихідного диференціального рівняння. Два корені 
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 характеристичного рівняння визначають явний вид шуканого розв’язку.

13. Розв’язок лінійних однорідних диференціальних рівнянь другого порядку з постійними коефіцієнтами

Щоб розв’язати лінійне однорідне диференціальне рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами, 
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слід замість 
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 підставити 1, замість 
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 – допоміжну змінну
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. Одержимо квадратне рівняння, яке називається характеристичним рівнянням даного диференціального рівняння:
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Корені цього рівняння наступні
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Знайдемо дискримінант цього квадратного рівняння
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Далі розглянемо 3 випадку.

1. 
[image: image428.wmf]0

D

>

.

Характеристичне рівняння має два різні дійсні корені 
[image: image429.wmf]1
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 й 
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. У цьому випадку загальний розв’язок розглянутого диференціального рівняння має вигляд
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де 
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2. 
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Характеристичне рівняння має один дійсний корінь 
[image: image435.wmf]k

 подвійної кратності. Загальний розв’язок розглянутого диференціального рівняння має вигляд
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де 
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 – довільні постійні. 

3. 
[image: image439.wmf]0
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Характеристичне рівняння не має дійсного кореня, а має два комплексні корені
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Розв’язок диференціального рівняння в цьому випадку визначається числами 
[image: image442.wmf]a
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де 
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 – довільні постійні.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок. Дане рівняння є лінійним однорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Складемо характеристичне рівняння 
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Дискримінант 
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. Знайдемо коріння характеристичного рівняння
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Отже, загальний розв’язок має вигляд  
[image: image453.wmf]43
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Приклад 2.  Знайти приватний розв’язок диференціального рівняння
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задовольняюче початковим умовам
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Розв’язок. Дане рівняння є лінійним однорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Складемо характеристичне рівняння 
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Дискримінант 
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. Отже, рівняння має один корінь 
[image: image459.wmf]2

l

=

 подвійної кратності. Тому загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд
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Щоб знайти частковий розв’язок, скористаємося початковими умовами. Спочатку використовуємо умову
[image: image461.wmf](0)1

y

=

, тобто замість 
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Щоб скористатися другою початковою умовою, знайдемо похідну 
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 За умовою
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Отже, 
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Отже, потрібний частковий розв’язок виходить при 
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Приклад 3. Знайти частковий розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок. Складемо характеристичне рівняння, що відповідає даному однорідному диференціальному рівнянню 2-го порядку з постійними коефіцієнтами:  


[image: image477.wmf]2

40

l

+=

.

Дискримінант 
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Отже, у нашім прикладі 
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Тому загальний розв’язок диференціального рівняння запишеться у вигляді
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Отже, маємо остаточно
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Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого  порядку  з  постійними  коефіцієнтами
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Якщо замінити праворуч 
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 нулем, то одержимо диференціальне рівняння
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, яке називається однорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами, відповідним до диференціального рівняння, наведеного вище. 

Для того щоб знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння, потрібно скористатися наступним твердженням:

Загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння дорівнює сумі відповідного однорідного диференціального рівняння і якого-небудь розв’язку неоднорідного диференціального рівняння. Тобто
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де 
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 – загальний розв’язок даного неоднорідного диференціального рівняння, 
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 – приватний розв’язок даного диференціального рівняння.

Для того щоб знайти
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Для відшукання 
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 в загальному випадку використовується метод варіації довільних постійних.

У часток і найбільш уживаних на практиці випадках функція 
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 має спеціальний вигляд:
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У цих випадках для відшукання 
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 можна використовувати метод невизначених коефіцієнтів, який полягає в наступному: якщо 
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 має спеціальний вигляд (наведений вище), те вид приватного розв’язку можна визначити, користуючись таблицею: 
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У цій таблиці поліноми
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 – відповідні поліном степені 
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок. Це рівняння є лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Його загальний розв’язок має вигляд
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 – загальний розв’язок відповідного однорідного диференціального рівняння, 
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Складемо відповідне однорідне рівняння
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Запишемо його характеристичне рівняння 
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Його коріння 
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 – різні дійсні числа. Отже, загальний розв’язок 
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 однорідного рівняння має вигляд
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Оскільки права частина рівняння 
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 є багаточленом другого ступеня, причому 
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Спочатку знаходимо похідні
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Тепер підставимо у вихідне рівняння замість 
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 є розв’язком неоднорідного рівняння.
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Тому що два багаточлени тотожно рівні лише в тому випадку, коли рівні їхні коефіцієнти, то для того щоб 
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 було розв’язком, потрібно дорівняти коефіцієнти при однакових ступенях 
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Таким чином, 
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Отже, загальний розв’язок заданого неоднорідного диференціального рівняння має вигляд
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Розв’язок. Це лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Отже, його загальний розв’язок є сумою 
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 – загальний розв’язок відповідного однорідного диференціального рівняння, 
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 – частковий розв’язок неоднорідного диференціального рівняння.

Відповідне однорідне рівняння має вигляд


[image: image600.wmf]90

yy

¢¢

+=

.
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Отже, загальний розв’язок цього однорідного рівняння 
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 має вигляд
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Функція 
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Після підстановки одержимо
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Остаточно одержимо розв’язок заданого диференціального рівняння у вигляді
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Приклад 3. Знайти частковий розв’язок диференціального рівняння
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задовольняюче початковим умовам 
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Розв’язок. Знаходимо спочатку загальний розв’язок даного рівняння. Це лінійне неоднорідне рівняння 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Його розв’язок дорівнює сумі
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 – загальний розв’язок відповідного однорідного диференціального рівняння, 
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 – розв’язок неоднорідного диференціального рівняння. Складемо відповідне однорідне рівняння
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Його характеристичне рівняння має вигляд 
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Отже, загальний розв’язок однорідного рівняння 
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 Тому що 
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 є багаточленом першої ступені, помноженим на
[image: image635.wmf]2

x

e

, а
[image: image636.wmf]12

2

ll

==

, те  
[image: image637.wmf]*

()

yx

 шукаємо у вигляді 


[image: image638.wmf]*22

()()

x

yxxAxBe

=+

.

Підставимо 
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Підставивши 
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Скоротимо обидві частини рівності на 
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 
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Таким чином, 
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Отже, загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд
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Щоб виділити частковий розв’язок, скористаємося початковими умовами. При 
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Щоб скористатися другою початковою умовою, знайдемо похідну 
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При 
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Отже, частковий розв’язок рівняння, що задовольняє зазначеним початковим умовам, має вигляд
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Приклад 4.  Знайти частковий розв’язок диференціального рівняння


[image: image669.wmf]4sin

yyx

¢¢¢

-=

,

задовольняюче початковим умовам
[image: image670.wmf](0)1

y

=

,  
[image: image671.wmf](0)1
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Розв’язок. Дане рівняння є лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Його загальний розв’язок має вигляд
[image: image672.wmf]*
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yxyxyx
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, де 
[image: image673.wmf]()

yx

 – загальний розв’язок відповідного однорідного диференціального рівняння, тобто рівняння
[image: image674.wmf]40
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, і 
[image: image675.wmf]*
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 – деякий частковий розв’язок неоднорідного даного диференціального рівняння.

Щоб знайти розв’язок 
[image: image676.wmf]()

yx

, складемо характеристичне рівняння вид 
[image: image677.wmf]2
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.  Коріння цього рівняння 
[image: image678.wmf]1
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[image: image679.wmf]2
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 – різні дійсні числа. Отже, 
[image: image680.wmf]()

yx

 має вигляд
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 Тому що праворуч 
[image: image682.wmf]()sin
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, а
[image: image683.wmf]1,2
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, те шукаємо 
[image: image684.wmf]*
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 у вигляді 
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Підставимо 
[image: image686.wmf]*
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 в рівняння. Для цього знайдемо похідні:


[image: image687.wmf]*
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[image: image688.wmf]*
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Підставивши у вихідне рівняння замість 
[image: image689.wmf]()
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 розв’язок
[image: image690.wmf]*
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, одержимо
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[image: image692.wmf](4)sin(4)cossin
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Дорівнявши коефіцієнти при 
[image: image693.wmf]sin

x

 й 
[image: image694.wmf]cos
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 у лівій і правої частинах рівності, одержимо
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[image: image696.wmf]cos:40.
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Розглядаючи ці рівності як систему лінійних рівнянь для коефіцієнтів 
[image: image697.wmf]A

 і
[image: image698.wmf]B

, знайдемо після її розв’язку: 
[image: image699.wmf]1
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Отже,  
[image: image701.wmf]*
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Отже, загальний розв’язок буде 


[image: image702.wmf]*4
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Щоб виділити частковий розв’язок, скористаємося початковими умовами (при 
[image: image703.wmf]0
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 виконується 
[image: image704.wmf](0)1
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[image: image705.wmf](0)1
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). Підставимо в загальний розв’язок 
[image: image706.wmf]0
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[image: image707.wmf](0)1
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[image: image708.wmf]1212
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Щоб скористатися другою початковою умовою, знайдемо похідну 
[image: image709.wmf]()
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 При 
[image: image711.wmf]0
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 повинне вийти 
[image: image712.wmf](0)1
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. Підставимо ці значення у вираз для 
[image: image713.wmf]()
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Для знаходження коефіцієнтів маємо систему рівнянь


[image: image715.wmf]12
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розв’язок якої дає 
[image: image716.wmf]1
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Отже, розв’язок диференціального рівняння, що задовільняє початковим умовам, має вигляд


[image: image718.wmf]4
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14. Розв’язок систем диференціальних рівнянь першого порядку з постійними коефіцієнтами
Нехай є система із двох диференціальних рівнянь відносно двох функцій – 
[image: image719.wmf]()
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 і 
[image: image720.wmf]()
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У цій системі
[image: image722.wmf]a

,
[image: image723.wmf]b

, 
[image: image724.wmf]c

 і 
[image: image725.wmf]d

 – постійні коефіцієнти, а  
[image: image726.wmf]()
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 й 
[image: image727.wmf]()

yt

 – шукані функції.

Розв’язати систему диференціальних рівнянь – це значить знайти таку пару функцій 
[image: image728.wmf]()

xt

 і
[image: image729.wmf]()

yt

, які обертають обоє рівняння системи в тотожності.

 Для розв’язку систем диференціальних рівнянь можна використовувати метод підстановки. Цей метод полягає в наступному.

1. Виразимо з першого рівняння системи функцію
[image: image730.wmf]y

 через 
[image: image731.wmf]x

 і 
[image: image732.wmf]/
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2. З останньої рівності знайдемо похідну 
[image: image734.wmf]/

dydt

. Одержимо
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3. Підставимо 
[image: image736.wmf]y

 й 
[image: image737.wmf]/

dydt

 у друге рівняння системи. Одержимо лінійне диференціальне рівняння 2-го порядку з постійними коефіцієнтами для функції 
[image: image738.wmf]x

.

4. Розв’яжемо отримане диференціальне рівняння, тобто знайдемо функцію 
[image: image739.wmf]x

. 

5. Знайдемо похідну відомої функції 
[image: image740.wmf]x

 й  підставимо 
[image: image741.wmf]x

 й 
[image: image742.wmf]/

dxdt

 у вираження для 
[image: image743.wmf]y

. У результаті розв’язку, що вийшов рівняння знайдемо функцію 
[image: image744.wmf]y


6. Запишемо загальний розв’язок системи.

7. Якщо задані початкові умови, знайдемо частковий розв’язок, що задовільняє цим початковим умовам.

Приклад 1. Знайти розв’язок системи диференціальних рівнянь, що задовольняє заданим початковим умовам
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Розв’язок. Виразимо 
[image: image746.wmf]y

 з першого рівняння системи. Одержимо


[image: image747.wmf]11
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Знайдемо із цього виразу похідну 
[image: image748.wmf]dy
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Підставимо 
[image: image750.wmf]y

 й 
[image: image751.wmf]dy
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 у друге рівняння системи. Одержимо
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[image: image753.wmf]2
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Одержали лінійне однорідне диференціальне рівняння 2-го порядку з постійними коефіцієнтами. Щоб розв’язати його, складемо характеристичне рівняння:


[image: image754.wmf]2
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Дискримінант цього рівняння рівний 
[image: image755.wmf]432360
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. У цьому випадку рівняння має два дійсні корені
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[image: image757.wmf]1

4

l

=

,     
[image: image758.wmf]2
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Отже, загальний розв’язок цього диференціального рівняння має вигляд


[image: image759.wmf]42
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Щоб одержати функцію
[image: image760.wmf]y

, знаходимо похідну
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 Враховуючи, що
[image: image762.wmf]11

33

dx

yx

dt

=-

,  одержимо


[image: image763.wmf](
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Запишемо загальний розв’язок системи


[image: image764.wmf]42
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Щоб виділити частковий розв’язок скористаємося початковими умовами, тобто підставимо в загальний розв’язок замість 
[image: image765.wmf]t

 значення 0, замість 
[image: image766.wmf]x

 значення 0, замість 
[image: image767.wmf]y

 значення 1. Одержимо систему рівнянь
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Розв’язуючи систему, знаходимо 
[image: image770.wmf]1
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Таким чином, знаходимо потрібний нам розв’язок


[image: image772.wmf]42

42

11

,

22

11

.

22

tt

tt

xee

yee

-

-

ì

=-

ï

ï

í

ï

=+

ï

î


Приклад 2. Знайти розв’язок системи диференціальних рівнянь, що задовольняє заданим початковим умовам


[image: image773.wmf],(0)0,

1,(0)0.

t

dx

yex

dt

dy

xy

dt

ì

=+=

ï

ï

í

ï

=+=

ï

î


Розв’язок. Використовуємо метод підстановки (виключення). Виразимо 
[image: image774.wmf]y

 з першого рівняння системи через 
[image: image775.wmf]x

 і 
[image: image776.wmf]t

. Одержимо
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Після підстановки в друге рівняння одержимо


[image: image778.wmf]2
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Отже, знаходження невідомої функції 
[image: image779.wmf]()

xt

 отримане неоднорідне диференціальне рівняння з постійними коефіцієнтами. Знаходимо загальний розв’язок цього рівняння:
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 Тому що функція 
[image: image781.wmf]()
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 була виражена через функцію
[image: image782.wmf]()
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, те можна знайти й другу невідому функцію:
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 За допомогою початкових умов одержимо для визначення постійних 
[image: image784.wmf]1
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звідки знайдемо: 
[image: image788.wmf]1
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Таким чином, розв’язком даного завдання є функції
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